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本 硕士 论文 主要 研究 一 类 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 在 三 维 有 界 区 域 
上 解 的 轨道 渐 近 行为 . 论文 安排 如 下 : 

第 一 章 首 先 简 要 介绍 无 穷 维 动力 系统 的 起 源 和 研究 现状 , 然后 介 
绍 非 牛顿 流体 力学 方程 组 的 物理 背景 和 本 文 的 主要 研究 内 容 . 

第 二 章 研究 自治 的 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 的 轨道 吸引 子 的 存 
在 性 . 为 此 , 我 们 构造 由 方程 组 的 满足 一 定 条 件 的 所 有 弱 解 形成 的 轨道 
空间 , 并 引入 作用 在 此 轨道 空间 上 的 自然 平移 半 群 . 然后 我 们 证 明 半 和 群 
在 轨道 空间 中 存在 有 界 吸 收集 . 最 后 我 们 分 别 证 明 轨 道 空间 和 有 界 吸 
收集 在 适当 拓扑 空间 中 的 封闭 性 和 紧 性 . 

第 三 章 讨论 非 自 治 的 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 解 的 轨道 渐 近 
行为 . 首先 , 我 们 证 明 非 自治 的 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 在 拓扑 空 
间 964%e 中 存在 一 致 轨道 吸引 子 4>. 然后 , 我 们 证 明 它 在 具有 更 高 正则 
性 的 拓扑 空间 = 中 也 存在 一 致 轨道 吸引 子 Us( 称 为 一 致 正则 轨道 吸引 
T) 最 后 , 我 们 通过 证 明 .As5 = 来 揭示 一 臻 轨道 吸引 子 的 正则 性 . 

第 四 章 是 论文 小 结 . 
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TRAJECTORY ATTRACTOR OF A 3D 
NON-NEWTONIAN FLUID EQUATIONS 


ABSTRACT 


This thesis mainly studies the trajectory asymptotic behavior of 
an incompressible non-Newtonian fluid in 3D bounded domains. The 
paper is organized as follows. 

In chapter 1, we recall the origin of the infinite dimensional dynami- 
cal system and introduce the physical background of the non- Newtonian 
fluid, as well as the issues we will study in this thesis. 

In chapter 2, we investigate the existence of the trajectory attractor 
for the 3D autonomous incompressible non-Newtonian fluid. We first 
construct the trajectory space which consists of all the weak solutions 
satisfying some conditions of the non-Newtonian fluid and introduce the 
translation semigroup acting on it. Then we prove that the translation 
semigroup possesses a bounded trajectory absorbing set in trajectory 
space. Further, we establish the closedness of the trajectory space and 
the compactness of the trajectory absorbing set in suitable topological 
space, respectively. 

In Chapter 3, we verify the trajectory asymptotic behavior of the 
3D non-autonomous incompressible non-Newtonian fluid. Firstly, we 
prove the existence of the uniform trajectory attractor Ay in space 
79, as well the existence of the uniform trajectory attractor Us(called 
the uniform regular trajectory attractor)in space Mice (possessing more 
regularity). Then we establish the regularity of the uniform trajectory 
attractor by showing that Ay = Us. 


In the last chapter, we give some conclusions and remarks. 


KEY WORDS: Incompressible non-Newtonian fluid, Topological space, 


Trajectory attractor, Uniform trajectory attractor, Regularity 
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11 无 穷 维 动力 系统 


十 九 世 纪 末 , 法 国 数学 家 Poincaré 在 研究 天 体力 学 时 , 提出 了 微分 方程 定性 理 
论 , 其 主要 思想 是 不 求 出 方程 的 解 而 直接 研究 解 的 性 态 , 这 成 为 动力 系统 理论 发 展 
的 开端 .数学 家 Lyapunov, Birkhoof 以 及 Arnold 和 Smale 相 继 对 动力 系统 理论 作出 
了 富有 开创 性 的 工作 . 在 20 世 纪 初 期 出 版 的 Birkhoff 的 名 著 《Dynamical Systems) 
之 后 , 动力 系统 便 迅 速 发 展 了 起 来 . 由 于 动力 系统 与 实际 应 用 如 流体 力学 , 化 学 工 
程 , 生物 学 , 生态 学 和 地 球 物 理学 等 的 广泛 联系 , 现 已 拥有 微分 动力 系统 , 拓扑 动力 
RA, 复杂 动力 系统 , 随机 动力 系统 等 多 个 分 支 系 统 . 

物理 学 中 具有 孤立 子 的 非 线 性 演化 方程 , 在 一 定 的 耗 散 作 用 下 , 从 孤立 子 演化 
到 混沌 现象 ; 流体 力学 中 的 湛 流 问题 , 这 些 使 得 动力 系统 对 问题 的 研究 不 再 仅 限 于 
有 限 维 情形 , 还 有 无 穷 维 情形 . 动力 系统 按 空间 与 时 间 变 量 之 间 的 依赖 性 可 分 为 自 
治 动力 系统 和 非 自 治 动力 系统 . 在 无 穷 维 动力 系统 理论 (参考 [11,20,26,27,29]) 中 ， 
通常 用 吸引 子 来 研究 动力 系统 的 动力 行为 . 一 般 情 况 下 , 整体 吸引 子 描述 自治 动力 
系统 的 动力 学 行为 . 整体 吸引 子 是 状态 空间 中 吸引 所 有 轨道 的 最 大 有 界 不 变 集 , А, 
有 了 吸引 性 , 它 刻画 了 自治 系统 的 整体 特征 和 全 局 行为 . 整体 吸引 子 如 果 存 在 , 则 是 
唯一 的 . 但 是 , 经 典 的 整体 吸引 子 理论 一 般 只 适用 于 解 存 在 且 唯 一 的 自治 问题 . 当 
解 存在 但 不 唯一 时 , 人 们 提出 了 轨道 吸引 子 和 多 值 动力 系统 如 多 值 半 群 , 多 值 半 过 
F, 多 值 半 流 . 对 于 非 自 治 动力 系统 , 人 们 通常 用 轨道 吸引 子 , 一 致 吸引 子 和 核 截 
面 [11] 等 描述 它们 的 动力 学 行为 . 

数学 流体 力学 广泛 应 用 于 物理 学 , 大 气 与 海洋 科学 及 航空 工业 等 领域 中 . 流体 
的 运动 可 以 由 偏 微分 方程 组 来 描述 . 我 们 可 以 用 无 穷 维 动力 系统 理论 来 研究 流体 
的 动力 行为 . 本 论文 将 用 无 穷 维 动力 系统 理论 研究 非 牛顿 流 方程 组 解 的 轨道 渐 近 
行为 , 主要 包括 自治 情形 下 轨道 吸引 子 的 存在 性 , 非 自 治 情形 下 一 致 轨道 吸引 子 的 
存在 性 及 正则 性 . 


1.2” 非 牛顿 流体 和 本 文 的 选 题 与 主要 工作 


在 流体 动力 学 理论 中 , n 维 空间 中 不 可 压缩 的 流体 的 运动 可 以 用 下 面 的 偏 微 分 
方程 组 描述 [23], 


St (us V)u + V- T(e(u)) = (ш), (1-1) 
Vu 0, (1-2) 
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其 中 w = (шуш, ,un) 表 示 流 体 的 速度 场 , Y = (8/021,0/Ox2,--- ‚д/дх„)&% 
度 算 子 , g(z,t) 表 示 外 力 函 数 ; є(и) = (eij(w))nxn 是 流体 的 应 变速 率 张 量 , е, (и) ДЖ 
如 下 形式 1 Ou; ди; 

eij(u) = (а Көш, b= 12... n. (1-3) 
Т(е(и)) = Ti(e(w))wxn 称 为 流体 的 本 构 关系 [21], 是 由 n 阶 方 阵 Mnxn 组 成 的 集合 上 
的 一 个 变换 , 其 中 


T; (e(u)) = рб; — T%(e(u)), ¿j= 1,2, ,n. (1-4) 


在 (1-4) 中 ， 标量 函数 pz 代表 压力 ; Bi Z j, Ш = 0, A MWS; = 15 Ty (е(и)) : 
Mxn 一 > Ж 是 e(z) 的 函数 , 称 为 流体 的 应 力 张 量 . V .w= 0 描述 了 流体 的 不 可 压 
缩 性 . 

根据 本 构 关 系 , 不 可 压缩 流体 分 为 两 种 : 牛顿 流 和 非 牛 顿 流 . 如 果 应 力 张 


Т“(е) = 2xe， 其 中 zx 是正 参数 ， (1-5) 


那么 对 应 的 流体 满足 斯 托 克 斯 定律 ( (23, р.13]), 我 们 称 它 为 牛顿 流 ， 一 般 来 说 ， 
气体 , Ж, 酒精 , 电机 油 以 及 一 些 简 单 的 碳 氧 化 合 物 是 牛顿 流 , 它们 的 运动 可 以 
用 Navier-Stokes (NS) 方程 来 描述 . 反之 , 如 果 应 力 张 量 与 应 变速 率 张 量 的 关系 是 
非 线性 的 , 则 流体 称 为 非 牛顿 流 . 例如 , 熔化 的 塑料 , 聚合 体 , 油漆 , 涂料 等 物质 的 
流动 趋 于 非 牛 顿 流 . 

在 三 维 空间 中 , 对 于 一 类 不 可 压缩 的 非 牛顿 流体 , 文献 [3] 的 作者 引入 了 下 面 
的 本 构 关系 : 


Ti;(e(u)) = —pdi; + 2ш6(є + |e(u)|?)-*/7e;; — 2uiAe;, 1,7 = 1,2, 3, (1-6) 


Ethe, po, ш, а 是 正 参数 ， 


3 
le(u)? := ` lelu). (1-7) 
ij=1 
记 
и(и) := 2po(e + |e(u)|2) =. (1-8) 


由 关系 式 (1-3), (1-6) 和 (1-8), 我 们 得 到 描述 一 类 非 牛 顿 流 方程 组 (1-1)-(1-2) 的 等 价 
形式 : 

一 + (и: V)u — V - (и(и)е(и) — 24,Ae(u)) + Vp = g(z, t), (1-9) 

V-u=0. (1-10) 
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上 述 流体 也 叫 双 极 流体 , 是 被 Nezas 等 作为 一 种 正规 的 p- 流 体 引 入 的 [3]. 

非 牛顿 流 在 现实 世界 中 有 着 广泛 应 用 , 已 受到 国内 外 许多 数学 家 和 物理 学 家 
的 研究 . 现在 已 有 许多 文献 讨论 了 非 牛 顿 流 方程 组 (1-9)-(1-10) 的 初 边 值 等 相关 问 
题解 的 存在 性 , 正则 性 以 及 长 时 间 性 态 (e.g. [2,6, 14-18, 23,25, 33,35, 42], ). 例如 ， 
X [6 证 明了 在 二 维 无 界 区 域 上 解 的 存在 性 与 唯一 性 ; SC 16] 证 明了 弱 解 的 偏 正则 
性 ; 文 [25] 研 究 了 它 的 柯 西 问题 . 文 [5,22,36-41] 研究 了 吸引 子 的 存在 性 , 正则 性 及 
相关 性 质 . 

方程 组 (1-9)-(1-10) 的 初 边 值 问题 可 描述 如 下 : 

Ou 


at (u. V)u—V- (и(и)е(и) — 2m Ae(u)) + Vp = g(a, t), z € Q, (1-11) 
V-u=0,2EN (1-12) 

u=0, Тер 0, ¿3 1=1,2,3, жє д0, (1-13) 

u(z,0) = uo(z), z € Q, (1-14) 


其 中 ,上 > 0, Q c RR 是 有 界 光滑 区 域 . Туу := 20 · Oe;;/Ox), (п, п, ns) = ñ RAW 
界 99Q 的 单位 外 法 向 量 . 方程 (1-13) 中 的 第 一 个 条 件 表示 流体 在 边界 上 没有 滑 溜 , 第 
二 个 条 件 表示 流体 的 牵引 力 在 边界 92 上 消失 . 关于 方程 组 (1-11)-(1-14) 的 详细 物 
理 背 景 , 可 以 参考 文献 [6]. 

我 们 知道 , 当 a > 0 时 , 方程 组 (1-11)-(1-14) 的 弱 解 可 能 不 唯一 , 甚至 是 在 二 维 
的 情形 下 ( [6,39])， 对 于 这 种 弱 解 存在 但 可 能 不 唯一 的 方程 (组 ), 人 们 一 般 有 三 
种 途径 来 研究 其 解 的 渐 近 行为 . 第 一 种 是 文 [4] 中 的 广义 半 流 . 第 二 种 是 多 值 动 
力 系统 , 可 以 参考 关于 多 值 半 流 的 文 [13, 19, 24], 关于 多 值 过 程 ( 或 半 过 程 ) 的 文 
ИЛ [8,9, 28,32], 关于 多 值 随机 动力 系统 的 文献 [7,12]. 第 三 种 是 轨道 吸引 子 . 轨 
道 吸 引子 最 初 是 为 了 研究 三 维 不 可 压 N-S 方 程 的 弱 解 的 渐 近 行为 而 提出 的 ( 例如 
见 [10,11,30]). ЖЖ, 轨道 级 引子 已 被 成 功用 于 描述 其 它 一 些 解 存 在 但 可 能 不 唯一 
的 微分 方程 的 解 的 渐 近 行为 (例如 [34,39]). 

本 文 第 二 章 应 用 上 面 提 到 的 第 三 种 方法 证 明 方程 组 (1-11)-(1-14) 在 自治 情形 
下 轨道 吸引 的 存在 性 . 为 此 , 我 们 构造 由 该 方程 组 (1-11)-(1-14) 的 满足 一 定 条 件 的 
所 有 弱 解 形成 的 轨道 空间 T+, 并 引入 作用 在 T+ 上 的 自然 平移 半 群 {S(t)jso. 然后 
我 们 证 明 半 群 {S(t)hso 在 轨道 空间 T+ 中 存在 有 界 吸 收集 P. 之 后 我 们 证 明 轨 道 空 
间 T+ 在 拓扑 空间 64e(ete 空 间 的 定义 见 82.3) 中 是 闭 集 以 及 P 在 拓扑 空间 694 中 是 
紧 集 , 从 而 得 到 轨道 吸引 子 的 存在 性 . 

本 文 第 三 章 研 究 方 程 组 (1-11)-(1-14) 的 解 在 非 自治 情形 下 的 轨道 渐 近 行 
为 . 本 章 主要 有 两 个 结果 , 一 个 结果 是 作用 在 一 致 轨道 空间 KA 上 的 平移 半 
群 {S(t) 上 so 存在 一 致 (关于 g є 忆 ) 轨 道 吸 引子 4 C Fle (Fi? 空间 的 定义 见 82.3). 
而 且 , 在 具有 更 高 正则 性 的 空间 人 Mtee( 人 ee 空间 的 定义 见 83.3) 中 也 存在 一 致 ( 关 
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Fg є 也) 轨道 吸引 子 Zz( 称 为 一 致 正则 轨道 吸引 子 ). 另 一 个 结果 是 : 
Ay = Us. (1-15) 


对 于 非 牛 顿 流 方程 组 (1-11)-(1-14), (1-15) 表 明 一 致 轨道 吸引 子 的 存在 性 不 依赖 于 
能 量 空 间 的 选取 , 而 且 它 反映 了 非 牛顿 流 方程 组 (1-11)-(1-14) 解 的 轨道 渐 近 光滑 
效应 : 以 uo € Flee 为 初 值 的 解 在 相应 半 群 的 作用 下 , 经 过 充分 长 的 时 间 之 后 进入 
Bi) Mice (Lh Flee 具有 更 高 的 正则 性 ) 中 , 即 解 (属于 空间 Mtee) 在 相应 半 群 的 作用 下 
变 得 比 初 值 (属于 空间 Frtoe) 更 光滑 . 
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2.1 引言 
本 章 讨论 下 面 自 治 的 不 可 压 非 牛顿 流 方 程 组 在 三 维 有 界 区 域 上 轨道 吸引 子 的 
存在 性 : 
Ou 


T + (и: V)u— У. (и(и)е(и) — 2m Ae(u)) + Vp = g(x), z € Q, (2-1) 
V-u=0,7E0 (2-2) 

u=0, Tnm = 0, i,7,1=1,2,3, ze OQ, (2-3) 

и(2,0) = u(x), z € Q, (2-4) 


该 方程 组 的 物理 意义 和 它 在 国际 上 的 研究 概况 已 在 81.2 中 介绍 . 

本 章 中 , 我 们 假设 参数 ho, m, c, а 都 是 正 的 . 此 时 , 与 三 维 不 可 压 N-S 方 程 
相似 , 方程 组 (2-1)-(2-4) 在 三 维 有 界 区 域 上 存在 整体 弱 解 , 但 弱 解 的 唯一 性 尚 得 
不 到 证 明 . 此 时 我 们 用 81.2 中 提 到 的 轨道 吸引 子 来 描述 方程 组 (2-1)-(2-4) 的 解 的 渐 
近 行 为 , 主要 证 明 轨 道 吸引 子 A" 的 存在 性 . 为 此 , 首先 我 们 构造 由 方程 组 (2-1)- 
(2-4) 的 满足 一 定 条 件 的 弱 解 形成 的 轨道 空间 T+, 并 考虑 作用 在 T+ 上 的 自然 平移 
FSG) ho BERIE PRS (t) hoo 在 轨道 空间 T+ 中 存在 有 界 吸收 集 P. 
最 后 我 们 分 别 证 明 轨 道 空间 T+ 和 有 界 吸 收集 P 在 拓扑 空间 Be( 具 体 定义 形式 
见 82.3) 中 的 封闭 性 和 紧 性 . 从 而 , 根据 文 [31] 或 [11] 中 的 经 典 结论 我 们 得 到 轨道 吸 
引子 的 存在 性 . 

这 里 需要 提 到 的 是 文献 [10, 11,30] 证 明了 三 维 不 可 压 N-S 方 程 轨道 吸引 子 的 
存在 性 . 与 N-S 方 程 相 比 , 本 文 讨论 的 不 可 压 非 牛顿 流体 方程 (2-1) 中 含有 高 阶 导 数 
DV :2pAei; 和 非 线 性 项 V . (2и (g + le) Pez. 该 非 线 性 项 在 我 们 求 弱 解 在 轨道 
空间 T+ 中 的 的 估计 及 证 明 轨 道 空 间 7+ 关 于 拓扑 9tee 的 封闭 性 时 带 来 一 定 困难 . 另 
外 , 我 们 想 指 出 的 是 , X [39] 证 明了 方程 组 (2-1)-(2-4) 在 二 维 有 界 区 域 上 轨道 吸引 
子 的 存在 性 . 与 文 [39] 相 比较 , 本 章 在 更 一 般 的 拓扑 空间 64e 中 讨论 该 方程 组 的 轨 
道 吸 引子 的 存在 性 , 且 本 章 的 方法 可 用 来 研究 该 方程 组 在 二 维 有 界 光滑 区 域 上 轨 
道 吸 引子 的 存在 性 , 得 到 与 本 章 类 似 的 结果 . 因此 , 就 二 维 有 界 区 域 而 言 , 可 以 由 本 
章 结果 推出 文 [39] 的 结果 (具体 见 82.5 本 章 小 结 与 说 明 ). 


2.2 ”预备 知识 
在 本 论文 中 我 们 分 别 用 及 和 N 表 示 实 数 集 和 正 整 数 集 . R. = [0, +оо). 我 们 
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用 ec 表示 常数 , 并 允许 其 在 不 同 地 方 取 不 同 值 . 我 们 用 Lr(Q) 表 示 Lebesgue 空 间 , 其 
范 数 定义 为 |-|;( 例 如 见 [1]). W™?(Q) 表 示 Sobolev 空 间 , 其 范 数 为 | |p (GML [1]). 
其 中 


|1» а 7] |p|Pdar)'/” 和 lPlm.p = ( a раг)". 
2 


Blam с 


那么 L?(Q) := (Т1»(О))3ЯШГУу”»Р(О) := (WQ)? 分 别 表示 三 维 Lebesgue 空 间 和 三 
维 Sobolev 空 间 , 它们 的 范 数 分 别 为 | leo 与 外 llimp 有 具体 形式 如 下 


оз := (l + lel + lp), = (p1, 2, з) € LP(Q); 
ер = (li, + 121°, + lpp) P, P= (р, фә, з) € W(Q). 


特别 地 , 我 们 记 | - || := Helea) Н"(О) := WNA). 9100) {|р є 
C5°(Q) хс (О) x CF(N)} 在 空间 HH!(Q) 中 取 闭 包 . 下 面 引 入 空间 


V = (e|e є б (О) x C0 (О) x Co (Q) : р = (p1, р, фз), V -p = 0}. 


有 和 V 分 别 表示 Vy 在 空间 L2(Q) 和 空间 HH?(Q) 中 取 的 闭 包 ， 它 们 的 范 数 分 别 为 || ` 
\н = ||: ml: lv = I о, 对 偶 空 间 分 别 为 不 和 T 
根据 上 面相 关 定义 , 我 们 进一步 引入 下 面 这 些 空间 : 
L (R; H) 表示 从 了 到 万 的 局 部 平方 可 积 的 函数 空间 ，I[(R; H) 表示 下 面 的 
函数 集合 
t 十 1 


(f e Ë, (R; Н)| ПАВ: = Пан = sup 16) < +оо}. 
teR J 

L(I; E) 表示 由 区 间 I 上 强 可 测 的 且 函 数值 在 巴 拿 赫 空间 E 中 的 函数 构成 的 函数 空 
间 , 其 范 数 定义 为 

lolam = (f lolka)”, for 1 < p< >. (25) 

1 
C(I; Е)& X la] 1 AY РЁ BCA E E # йй = [Н] Er BJ É BE pa, 323 М) БИ А РЁ 38 2 [Н]. 
distg(Y, Z) = sup inf distp(y, 2) 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 从 集合 Y С E 到 集合 2Z С 
yey 2 


五 的 Hausdorf 半 距离 . 
(-, :) 表 示 瑟 或 者 L2(O) 中 的 内 积 , (, :) 表 示 V 与 VY' 的 对 侦 积 . 下 面 我 们 引入 三 个 
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ар: 
3 
_ де,(и) Oeij(v) 
(Аи, v) :一 > 1 йы б dz, Уи, о € V, (2-6) 
31.351 Q 
: Ov; 
b(u,v,w) := P 22 dz, Vu, v, w € V, (2-7) 
4,j=1 Q 
3 
(N(u),u) := P J wlres(ueu(v) ax, Vu, veV. (2-8) 
ij=12 
对 于 任意 we V, id 
(В(и), ш) := b(u,u, w), Vw € V. (2-9) 


由 上 面 的 定义 我 们 知道 4 是 一 个 从 V 到 V' 或 者 从 D(4) := V NAHO) 到 五 的 线性 
连续 算 子 . 同样 地 , Blu), N(w) 也 是 从 V 到 V' 的 连续 算 子 . mH, 当 w є D(A) 时 , Ж 
子 N(w) 可 以 通过 


(N(u),u) = — je -[u(uje(u)|}-uda, Vu € H (2-10) 
Q 


延展 到 空间 有 H 上 . 

EX [6,38,41] 中 已 经 证 明了 算 子 4, В(и), N(w) 的 一 些 估 计 和 性 质 . 我 们 把 这 
些 性 质 列 出 如 下 : 

引 理 2.2.1 存在 只 依赖 于 Q 的 正常 数 c; (i = 1,2,3) 使 得 


cllully < (Au, и) < |lull?, Vu e V, (2-11) 
(Аи, v)| < callully|lelly, Vu, v € V, (2-12) 
b(u,v, ш) = —b(u, ш, о), b(u,v,v) =0, Vu,v,w € V, (2-13) 
|(N(u),u)| < csllullyljelly, Vu, v € V. (2-14) 


根据 算 子 4, Blu), N(w) 的 定义 , 我 们 得 到 方程 组 (2-1)-(2-4) 在 零散 度 场 中 弱 的 
形式 : 


= + 2u,Au+ B(u) + N(u) = g, t> 0, (2-15) 
ult=o = Цо, (2-16) 


其 中 (2-15) 是 在 分 布 意 义 D'(0,T;V') 下 成立. 

定义 2.2.2 Ш и є 1°%(0, Т; Н) п 12(0, Т; V), 并且 v 以 及 它 的 导数 2 在 
分 布 意义 D'(0,T;V') 下 满足 方程 (2-15), WARA Zu 为 方程 (2-15) 在 区 间 (0,T) 上 的 
一 个 弱 解 . 
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引 理 2.2.3 对 任意 g € V', uo € H, 问题 (2-15)-(2-16) 至 少 存在 一 个 定义 在 区 
间 [0, TEAS fu € L®(0,T; Н) г L2(0, Т; V), 并 且 v 在 下 面 意义 下 


T 


р 
一 5 J liu(s)IPo(s)as + 2ц,\ [(Au(s), чв) 06) 
0 


iy T 
š / (N(u(s)),u(s))o(s)ds < [(u(s),g)o(s)ds (2-17) 
满足 能 量 不 等 式 
T Juls)? + 2m (Ач), и(8)) + (М(щ)),щв)) < (us),9), (2-18) 


ЖҮ є (0,T), Vols) є С2(0, Т), o(s) > 0. 

我 们 可 以 用 Galerkin 方 法 得 到 问题 (2-15)-(2-16) 的 满足 能 量 不 等 式 (2-18) 的 弱 
解 . 证 明 过 程 与 文 [6] 相 似 , 在 此 略 去 . 

下 面 的 两 个 引 理 在 文 后 的 证 明 中 起 重要 作用 . 

51 2.2.4 ( [11]) 设 YY 是 Banach 空 间 , E C Eo CY, НЕ — ЕА. id 


W, (0,T; E,Y) = {9(t),t € [0, T] | 9(t) € L?(0,T; Е), #'(t) e L1(0,T; Y)}, 
其 中 p > 1,9 > 1, fEW,,,(0,7; E, Y) Pe ўз у 
T 5 
ењ, = ( Í ONA)? + ( / O, 
0 0 
ШИ, (0, T; E, Y) > L?(0,T; Е) RRA. 4p = +оо 时 , W, (0,T; E, Y) 一 


С([0, T]; Бо) ЖКА. 
513 2.2.5 ( [11]) (s), K (s) € 1] „(0,+со) A 


= Гавеа /rwdss | K(9)v()as (2-19) 
0 0 


对 任意 的 WwW(s) € С“ (Жү), (s) > 0 成 立 , 其 中 9 e К, 则 对 任意 的 t,T7 € Ry, t> + 
有 


y(t)e® — у(т)е”т < у Koes. (2-20) 
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23 轨道 空间 及 其 性 质 

为 了 描述 方程 (2-15) 的 轨道 , 我 们 引入 时 间 t 在 民 ;: 上 的 限制 算 子 IL. 类 似 地 ， 
IIru(:) 表 示 区 间 [0, Tj 上 的 限制 算 子 . 例如 , 如 果 w(:) e LR; H) NA L.R; V), Ж 
Allru(-) € 1(0,Т; Н) п L2(0, T; V); 如 果 t c [0, T), Пти) = u(t). 

定义 2.3.1 ШЖ иЄ L°(R,;H) N LZR; V), НЕТ > 0, Пти 是 
方程 (2-15) 在 区 间 (0, 7T) 上 的 一 个 弱 解 , 并 满足 能 量 不 等 式 (2-18), WE A KuJi X 
程 (2-15) 的 一 条 轨道 . 方程 (2-15) 的 所 有 轨道 构成 的 集合 称 为 它 的 轨道 空间 , i 
ETT 

在 轨道 空间 T+ 上 定义 平移 半 群 {S(t)}o: 


S(t)u(-)=u(t+-), u(-)eT7t, Vt>0. (2-21) 
引 理 2.3.2 (i) Rg € V', 则 对 任意 uo € Н, 初 值 问 题 (2-15)-(2-16) 至 少 存在 一 
条 轨道 (可 能 不 唯一 ) u E€ T+. 
(ii) 轨道 空间 在 平移 半 群 {S(t)h>o 作 用 下 具有 正 不 变性 : 
S(T ET, Veen (2-22) 


证 明 . 结论 (i) 可 以 直接 由 引 理 2.2.3 得 到 .下 证 (ij). 事实 上 , 如 果 u(s) e T+, 则 由 
于 (2.15) 是 自治 方程 , 对 任意 t > 0, T(t)u(s) = u(t + s), 显然 是 方程 (2-15) 的 一 个 
弱 解 , 且 与 u(s) 一 样 , u(t + s) 也 满足 能 量 不 等 式 (2-18). D 


引 理 2.3.3 wu e L®(0,T; Н) г L2(0, T; V), IJ 


tr+ Au(t) є І^/(0, Т; И"), (2-23) 
++ B(u(t)) є 14/(0,Т; У”), (2-24) 
t— N(u(t)) є £4°(0,7;V’). (2-25) 


WEAR. 对 任意 t € [0, Т], 由 $2.2 中 算 子 的 定义 知 4u 人 的 ,如 (ut) 和 Nu 人 的) 均 属 于 
且 函 数 t — Au(t), t — B(u(t)), t 一 > Nb) 的 可 测 性 不 难 验证 ， 现 对 任 
Moe V, HAFAN ER, 空间 V 及 其 范 数 的 定义 得 


де;; (и) де; 
(Au, фу sy / | Зада - - ZD а < < іш. (2-26) 
ijk= 10 

同时 , 应 用 Holder 不 等 式 和 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 得 

|(B(u), Ф) < [| o lvoe) < сщш idly, (2-27) 
3 
KNW), A = > f идее (ә) 
ij=l Q 

< ¢|[Aul]|| Aol] < cllullv |ldllv- (2-28) 
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其 中 , 常数 c 仅 依赖 于 0. (2-26)-(2-28) 表 明 


| Аи(@ ly < са) |, (2-29) 
|| В(и(@ уйу», < elu luO, (2-30) 
ПА (u(t))|u < са) |. (2-31) 
因此 ， 
Ja 人 dt <e fu (24, (2-32) 


fis JB(u(t) < с [м КОЛЛЕК 
< cllu(t) Wons f (уч, (2-33) 


Ж 
СОТ / (б @. (2-34) 
0 0 
由 (2-33) 得 (2-24) 成 立 ，(2-32) 和 (2-34) 表 明 Aw 和 N(w) 均 属于 L2(0,T;V'). RAITAR 
МІ?(0, T; М") — L443(0,T;V'), 因此 (2-23) 和 (2-25) 成 立 . 口 
下 面 引 进 一 些 函数 空间 . 记 


(R4; V) п (u()|Əu e L (R+; V')}, (2-35) 


loc 


Пт! := L”(0,T; Н) N L?(0,T; V) п {u(-)|Qu є LW3(0, T; у”). (2-36) 


Pie := LPR ; H)n L: 


loc 


ЖХ 2.3.4 8и, (х,#) 517710 Јр, 如 果 


Un(x,t) > u(x,t) Æ 1°(0,Т; Н) FEKA; 
и. (2,0) — u(x,t) ТЕ L2(0,T; V) PIAS; (2-37) 
Opn (x,t) — Qu(a,t) 在 L433(0,T;V') PKS, 


则 称 函 数列 {un(z;,b} 在 HzrFlee 拓 扑 下 收敛 于 wu(z, 为 ， 如 果 对 任意 了 > 0, 函数 
Pp {un (2, t) HEM pF Hath FILMA Пои (а, t), WE BA {up (a, t)} EF! 拓扑 
Т Риба, t). 

空间 Fioe 赋 予定 义 2.3.4 中 的 拓扑 后 记 作 B!ee. 定义 


FL ={шет | ||| < +оо}, (2-38) 
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并 在 其 上 定义 如 下 范 数 
lull = sup { [1 5(Ф)ш|=(ол;н) + ||S(t)ullz2@av) + [15(@)дш | алцолуу}- (2-39) 


ASME SSE (FY, || || лу ) 是 Banach 空间 . 
引 理 2.3.5 T+ C ie 


证 明 . 对 任意 € T+, 由 引 理 2.3.3 MAu, Blu), N(u) є L483(0,T;V'), HAW 
程 (2-15) 就 有 e L4/3(0, T; V). n 


引 理 2.3.6 任意 u(s) € Tt, 存在 与 v 无 关 的 常数 pi, ро, ро, 使 得 


一 cl pt 一 clHUat/2 


чл} < [оне 十 pallullz<oae + ро, Vt20. (2-40) 


证 明 . 首先 有 
lull xe = sup{||S@)ullz~ oy) $ 115 (2) щ| гои) = |S (t)O,ul| zas, 


t+1 t+1 


= sup(llu(t)|| + ( J llu(s)||vds)'/2 + ( / \д,и(в)|у/5ав)%/4}. 
120 ; ; 
H(2-11), (N(u),u) 的 非 负 性 及 能 量 不 等 式 (2-17), 应 用 Halder 不 等 式 , 我 们 得 到 


-fm ye / lu(s) lg) L (2-41) 


Зи1с\ 
对 于 任意 ó(s) є С (В), ó(s) > 0 成 立 . 应 用 引 理 2.2.5 得 


2 
lult) et — |Ju(7) |е" < pee еи"), Wir ER,t>r7. (2-42) 
141 


因此 
1.5 (2) ще, ну < со||и||=(ол;нуе 21? + Ri, vte К, (2-43) 


其 中 c。 = ew, Ry = Le, [а], 由 于 we T+, 对 (2-18) 两 边关 于 时 间 变 量 
从 t 至 上 t 十 1 积分 , FAN (u), ш) ЗЕЕ, Holder 不 等 式 及 Cauchy 不 等 式 得 
1+1 
е Рем f alkas < puole + P veer, ay 


t 
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从 (2-43) 和 (2-44 得 到 


t+1 


ls(Duleoum = ТЕ чур)! 


с 1401 lu(t 川 + Па. 
3 
a Cy Hı 
< сз||ш|2=ол:нуе 2312 + Ro, Vt e Ry, (2-45) 


其 中 cs = 22=, R, = Ag + В] Ни. 同时 , 由 (2-33), (2-43) 和 (2-45) 得 


t+1 


(f Bey as) 


3/2 


1/2 
< c|lu(s)|| < А оо (1; .mllu(s 5) L2(t,t+1:V) 


< c(eo|lul|s=oa e 232 + R1)" (csllullreo;1;me + Re)?” 
< 


(е {ч =(од;нуё ^^ + 2е,В»||и||„®(ол;нуе + Е), 


(2-46) 
其 中 , Vt > 0, с = тах{ с, єз} Биж. 类 似 地 , 由 (2-31) 及 (2-45) 得 
t+1 t+1 t+1 
(сосе зав)? < <(f IN (u(s)) Ids)" < (| уф)! 
t 
< aura ae +R), Vt > 0. (2-47) 
注意 到 4 是 从 V 到 V"' 的 等 距 算 子 , 应 用 (2-29) 和 (2-45) 得 到 
t+1 t+1 1+1 
( J Паш) ?ав)"" < <(f |Au(s)[Fds)"”? < ( Í Пов) 6а)" 
t t 
< єз|'ш|ь=(о;нуе 242 + Ro, Vt e Ry. (2-48) 
结合 (2-46)-(2-48) 和 方程 (2-15) 得 对 于 任意 上 >0 
1+1 t 十 1 


t+1 


( | loru(s) Yds) < 2al f l Au(s)|| ds)” + ( / | B(u(s)) lds) 
t t 


+( 「 IN (u(s)) IMs) + |gllv 


t 
< 2ил(ез|ш|=е(ол;нуе 2 ТА Rə) 
+ c(ca ||| (ол;нуе “^^ + 2єлВә||ш||=(ол;нуе 1/2 
+ R) + с(єз||'ш||„=(од;нуе 1? + Ra) + lloll. (2-49) 


н (2-43), (2-45), (2-49) 得 到 (2-40). 口 
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引 理 2.3.7 {S(#)hzo 在 T+ 中 存在 有 界 (在 甩 范 数 下 ) 吸 收集 P c Tt, 使 得 对 
任意 有 界 (在 天 范 数 下 ) 集 B c T+, 存在 时 间 如 = to(8) 使 得 S(t)(u) € P, Vu € В, 
Уб >й. 


证 明 . 记 
P = {u€ T* : |jullz < 3po}, (2-50) 
其 中 po 是 (2-40) 中 的 常数 . 明显 地 , P 是 {5(t)h>o 在 T+ 中 的 有 界 吸收 集 . Ë] 
引 理 2.3.8 轨道 空间 T+ 在 6toe 拓 扑 下 是 闭 集 . 
证 明 . 设 {u} 是 T+ 中 一 列 (在 严 范 数 下 ) 有 界 集 , 且 存 在 函数 u* є Flee, 使 得 
Un — u fE Ө! 拓扑 下 收敛 . (2-51) 
下 面 分 两 步 证 明 w* є T+. 
第 一 步 . 证 明 对 任意 T > 0, Пти* 是 方程 (2-15) 在 (0,7T) 上 的 一 个 弱 解 ， 为 
此 , 我 们 需要 证 明 w* є Ze( 了 ;五 )m D (К; V), НУТ > 0, IIru*(t) 在 分 布 意 


义 D'(0,T;V') 下 满足 方程 (2-15). 
事实 上 , 由 于 {ua} c T+ 且 {t} 在 及 范 数 下 有 界 , 所 以 存在 某 常 c > 0 使 得 


|а. |р < с Vn € Ny. (2-52) 


应 用 对 角 线 序列 法 , и є LO (Ry; Н)пІ2 (Ry; 以 及 {uy} 的 某 个 子 列 {u,} 使 
得 


Irun, — Пти 在 L°SS(0, T; Н) 中 弱 * 收 敛 ; (2-53) 
Hrun, — Пти 在 ГЛ(0,Т;У) 中 弱 收 敛 ; (2-54) 
run, = Uru 在 LS(0,T;V') 中 弱 收 敛 . (2-55) 


显然 , Bu € (К; У). НӨ Ти, — u. 由 极限 的 唯一 性 得 


loc 
u= 0", (2-56) 


且 由 范 数 的 下 半 连 续 性 有 lw:llr* < с. FEHU ТЕЛИ ХТ/(0,Т;У') Fili 
足 方 程 (2-15). 为 此 , 我 们 证 明 下 面 收敛 关系 : 


Irun, = Пти“ 在 І?(0,Т; У) 中 弱 收 敛 ， (2-57) 
Arun, 一 АПти* 在 L2(0,T; У") #991095, (2-58) 
В(Птч„) 一 В(Пти*) 在 L*(0,T; V) 中 弱 收 敛 ， (2-59) 
N(Irtn,) = М(Пти*) 在 17(0,T;V’) #99195. (2-60) 
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事实 上 , (2-57) 可 以 直接 由 (2-54) 得 到 . 对 任意 的 bg є L?(0,T;V) NC(0,T;V), 
由 算 子 4 的 定义 以 及 (2-57) 我 们 得 到 
E T 
lim | (4IIr — Allpu*,@)dt = lim [шг — Пти*, 40)dt = 0. (2-61) 


пь—+оо nk — 00 
0 0 


同时 , 由 于 V 一 H} 一 V ЖЕҢ А, 由 引 理 2.2.4 知 
Irun, 一 > Пти* 在 L2(0,T;H0) 中 强 收 敛 . (2-62) 


应 用 Halder 不 等 式 和 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 以 及 (2-62), RITA 


п. 00 


т 
lim ваг) — В(Пти*), ó) dt 
0 
т 


< lim | a b(II7 (un, i и?), Ф, Пти) T b(IIru", Ф, Ip (un, = u*)|dt 
Tuk —oo 


0 


T 
<c lim Just, — и") |0 (un, — а") м lle lla 
nk—oo 0 
0 


Т 
x оо Поч lag at + e im) f (ny — 092 
0 


*\ 13/4 * * 113/4 
x EEr (un, — ч)“ lol eu? Tet 


< c||lIr(u,, 一 и*)||тг(о,т;ну(Птщ, ||z2 (o Tina) + MiLru"||z2(o ram) 
= 0. (2-63) 


类 似 地 ， 


P T 

lim VG.) — М(Пти*),ф)аё < c lim / (Пт(ил„ — и*) 15: lloll dt 

nk — OO nk оо 0 0 
0 0 

< c||IIr(u,, 一 и*)|| (отун) |Ф[|г(о,т;н:) 


= 0. (2-64) 


结合 (2-55)-(2-60) 知 


ӘПти* 
дї 
在 L4/3(0,T; V) 中 成 立 . 而 L4/3(0,T) c D'(0, Т), 故 Пти* 在 分 布 意义 D'(0,7; 
V’) 下 满足 方程 (2-15). 


+ 2диуАПти* + В(Пти*) + М(Пти*) = g (2-65) 
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第 二 步 . 证 明 ILra* 满 足 能 量 不 等 式 (2-17). ШТУ > H = V'ERA, H| 


H 2.2.4 得 当 nj 一 oo 时 
Пти, — Пути“ 在 L (0; 3 H) 中 IRIS, 
[Trun (E)? — rul? 对 任意 7 > 0 成 立 . 


(2-66) 
(2-67) 


现 对 于 任意 给 定 的 w(t) e CP(0,T) 且 w(t) > 0, АЯ Пти, OPLE 属于 空间 
1А(0, Т). (2-52) 表明 序列 {rw (w(t)} 在 (0,T) 上 本 性 有 界 , 从 而 存在 可 积 的 


控制 函数 . 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 和 (2-66) 得 
т т 
slim, [run (9016 09)» = f |Пта^(в)|и'()@». 
应 用 (2-51), (2-57) 及 范 数 的 下 半 连 续 性 就 有 | 
/ пт (s)|2-U(s)ds < lim int / \Пги„,(в)|ф(в)аз. 
шолу as 与 ||ullv 是 等 价 范 数 ， лей» 


T 


2 J Amar (5), Пече (s)) ws)as 


0 


TÁ 
< 2д\ tim int f (АП, (в), Печ, (5)) bs)ds. 
0 
同时 , 应 用 (2-62) 及 与 文献 [36] 中 相似 的 方法 可 以 证 明 
T 
im (N(Urun, (s)), Пти, (8)) (8) 


т 
一 /Game)IeG)w)ds 
最 后 , 由 (2-66) 容 易 得 到 


T 


T 
lim | (Пти, (=), 9)0(8)4 = J Tirts), 0) #(9)а». 


п. — OO 
0 


注意 到 w(t) € Tt, n. € N, 因此 


а, T 
-了 /re (ws)as + оа f КаПо, (в), Trun (s)) vs)as 
0 0 


Т 


i Hy 
+ J (N (Hrun, (8)), Irus, (8))0(8)48 < T (Irun, (в), 9)v(s)ds. 
0 0 


(2-68) 


(2-69) 


(2-70) 


(2-71) 


(2-72) 


(2-73) 
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结合 (2-68)-(2-72), 在 (2-73) 中 取 极 限 得 
А T T 
一 了 re(olpwto)ds + 2 Amar (5) пгас(6) (9) 
£ | T 
十 [хат )), Hru’(s))w(s)ds < /egwt)ds (2-74) 
0 0 
综合 上 面 两 步 的 结果 得 wu* є T+. 口 


24 轨道 吸引 子 的 存在 性 


这 一 节 主 要 证 明 平移 半 群 {S(t)}swo CEO 拓扑 下 在 T+ 中 存在 轨道 吸引 子 . 为 
Ж, 我 们 先 证 明 吸收 集 P EO 拓扑 下 的 紧 性 . 


引 理 2.4.1 引 理 2.3.7 中 的 吸收 集 P 在 Be 拓扑 下 是 紧 集 . 


证 明 . EP PR (EF! WATA AIFA uny 由 对 角 线 序列 法 知 存在 函数 we 
Fe к {и АУР а}, 使 得 ww — и Ө ЕХ. 由 引 理 2.3.8 fu є 
T+. 再 由 范 数 的 下 半 连 续 性 可 得 


lulla < Tim. llun llr S 3p0, Vt 2 0. (2-75) 


EE u € P. o 


本 文 的 主要 结果 如 下 : 

定理 2.4.1 Wg € V, 则 作用 在 非 牛 顿 流 方程 组 (2-15)-(2-16) 的 轨道 空间 T+ 上 
的 平移 半 群 {S(t) zo 在 Be 拓扑 下 存在 轨道 吸引 子 A* CP, 满足 : 
(i) (有 界 性 与 紧 性 ) AEF! СРЕ ЧЕ, ТЕӨ! FERE; 
(ii) (不 变性 ) S(t) A™ = А“, Vt > 0; 
(iii) (吸引 性 ) 在 64 拓扑 下 , AM EL{S(t) о 在 T+ 中 的 吸引 集 , 使 得 对 于 任意 T+ 中 
(在 肪 范 数 下 ) 有 界 集 合 B 及 A* 的 任意 邻 域 O(A™), FF fE bj Teles = t*(B,O), 使 
得 S(t)jB c O(A"), Yt > t*. 


证 明 . 应 用 引 理 2.3.2 (ii), 引 理 2.3.7, 引 理 2.3.8 , 引 理 2.4.1 KX [31] 中 定理 4.1 或 
者 文 [11] 中 定理 XII2.1 就 得 到 结论 . 口 
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2.5 小 结 与 说 明 


本 章 我 们 证 明了 一 类 自治 的 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 在 三 维 有 界 区 域 上 解 的 轨 
道 渐 近 行为 . 首先 我 们 构造 了 方程 组 (2-1)-(2-4) 的 轨道 空间 及 作用 在 其 上 的 平移 半 
群 , 然后 给 出 轨道 空间 的 一 些 相 关 性 质 , 应 用 文 [11] 或 文 [31] 中 的 方法 得 到 了 轨道 
吸引 子 的 存在 性 . 

这 里 我 们 要 指出 的 是 , 当 Q с RR? 是 有 界 光滑 区 域 时 , 用 与 本 章 相 似 的 方法 可 以 
证 明 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 (2-1)-(2-4) 轨 道 吸 引子 的 存在 性 , 得 到 与 定理 2.4.1 类 
似 的 结果 , 并 可 由 该 结果 结合 相关 函数 空间 的 髓 入 推出 文 [39] 的 结果 , 类 似 讨论 
见 [11]. 
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第 三 章 ” 非 自治 的 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 的 一 致 轨道 吸 
引子 的 存在 性 与 正则 性 


3.1 引言 


本 章 我 们 研究 非 自治 情形 下 三 维 有 界 区 域 上 带 有 初 值 问题 的 非 牛顿 流 方程 组 
的 解 的 轨道 渐 近 行为 
+ ap Au + Blu) + N(u) = (ж), t> 0, (3-1) 
ult—o = uo. (3-2) 


ҖУК 7177 R Big (ax, t) ee RAT IN [Н]. 7E§3. 248 [15] Лоба, t) ТЛ WJ у 2 (ЈУ = 
H(go)- 

与 自治 情形 时 一 样 , 当 参 数 jwo, ш, =, a 均 大 于 零 时 , 非 自治 非 牛 顿 流 方程 
组 (3-1)-(3-2) 的 解 存在 但 可 能 不 唯一 . 为 此 , 我 们 用 一 致 轨道 吸引 子 来 研究 方程 
组 (3-1)-(3-2) 的 解 的 渐 近 行为 . 首先 , 我 们 用 [10,11] 中 的 经 典 结论 得 到 方程 组 (3-1)- 
(3-2) 的 一 致 轨道 吸引 子 As c 大 2 的 存在 性 . 同时 , 我 们 证 明了 方程 组 (3-1)- (3-2) 在 
空间 M1 ( 比 空间 .天 2 的 正则 性 高 ) 中 也 存在 一 致 轨道 吸引 子 ( 称 为 一 致 正则 轨道 吸 
引子 )s. 然后 我 们 证 明了 对 任意 g € (00), Anto) = Ue R. 上 式 意味 着 方程 
组 (3-1)-(3-2) 的 解 具 有 渐 近 光滑 效应 : 以 uo € 为 初 值 的 解 在 半 群 的 作用 下 , 经 
过 充分 长 的 时 间 之 后 进入 Ate 中 ( 比 .Fo 具有 更 高 的 正则 性 ). 

我 们 想 指出 的 是 , Ж [40] 证 明了 方程 组 (3-1)-(3-2) 在 二 维 自治 情形 下 轨道 吸引 
子 的 正则 性 , 并 且 在 82.1 中 我 们 提 到 文 [39] 证 明了 它 在 二 维 自治 情形 下 轨道 吸引 
子 的 存在 性 . 与 文 [39] 和 文 [40] 不 同 , 我 们 在 更 一 般 的 拓扑 空间 9B!ee* 和 ir*( 具 体 定 
义 见 83.4 节 ) 中 分 别 讨论 一 致 轨道 吸引 子 与 一 致 正则 轨道 吸引 子 的 存在 性 . 拓扑 空 
Olele 中 的 拓扑 比 文 [39] 和 文 [40] 中 的 拓扑 更 强 . 事实 上 , 文 [39] 和 文 [40] 中 
关于 轨道 吸引 子 的 存在 性 与 正则 性 的 结论 可 作为 本 章 在 二 维 自 治 情形 下 的 推论 (有 具 
体 见 83.5 本 章 小 结 与 说 明 )， 

下 面 引入 方程 (3-1) 的 外 力 项 函数 g(x,t) 所 在 的 符号 空间 DH. 在 本 章 中 , 我 们 令 
某 固定 的 外 力 项 go(zx,t) = go(t) € 12 (В; Н), id 


H(go) := [{go(t + h)| he R4} 12,,(RysH)? 


H( go) Pk Ago(t) ТЕГ (Ry; Н), 其 中 [- ] 
包 . 


表示 在 好 (Ry; HPRH 


L} e (R+:H) 


温州 大 学 硕士 学 位 论文 
定义 3.1.2 RAEE AL. (Ry; Н) PAN SEH (go) EASE, 则 称 函 数 go(t) 在 
空间 (R,; Н) PEFR AW. 
在 本 章 中 , 我 们 假设 go(t) ТЕТ? (R H) 中 是 平移 紧 的 , 取 符 号 空间 
У = }{(до). 
我 们 假设 方程 (3-1) 的 外 力 项 函数 g(z,t) € = H(go). 定义 空间 (R ; H) ЕЁ 
移 算 子 为 
T(h)E(s) k= E(s T h), VE(5) Є Ly. (R; Н), Vs,h € R+. (3-3) 
那么 这 些 算 子 在 = XH(go) 上 生成 一 个 半 群 {T(h)}zo. RUF [11, 命题 V.3.4 ], R 
们 有 下 面 的 结论 . 
引 理 3.1.1 
(1) E = XK(go) 是 一 个 紧 的 度量 空间 . 
(2) 平移 半 群 {T(h)}zo 在 H(go) 上 是 连续 的 且 有 
T(h)H(go) Є H(go), V h € Ry. (3-4) 
而 且 ， 


\9(8)[ (жн) < lgo (s) 122, гн) < +оо, Vg Є (до). (3-5) 


3.2 ”一 致 轨道 吸引 子 的 存在 性 

在 本 节 中 我 们 构造 方程 组 (3-1)-(3-2) 的 联合 轨道 空间 及 作用 其 上 的 平移 半 群 ， 
之 后 给 出 轨道 空间 的 一 些 相 关 性 质 , 最 后 应 用 [10,11] 中 的 经 典 结论 得 到 一 致 轨道 
吸引 子 的 存在 性 . 

下 面 我 们 定义 (3-1) 的 弱 解 : 

定义 3.2.1 ШЖ и є L°(0,T; Н)п12(0, Т; V), Ни 以 及 它 的 导数 0v 在 
分 布 意义 D'(0,T; V’) 下 满足 方程 (3-1), 则 称 函 数 久 为 方程 (3-1) 在 区 间 (0,T) 上 的 一 
个 弱 解 . 

下 面 结 论 的 证 明 方 法 与 文 [6] 中 类 似 . 

引 理 3.2.1 对 任意 的 T > 0, wo € Н, 如 果 g(zx,t) € H(go), 初 值 问 题 (3-1)-(3- 
2) 至 少 存在 一 个 区 间 [0, Т] 上 的 弱 解 u, 使 得 4 在 下 面 意义 下 


工 T 
-3 f os)as + 2m f (ив), us)) ols)as 
hi ý sl 
+ f ((щ)),щ(в))д(в)Чв < f(g(s),u(s))o(s)as (5-6) 
0 0 
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满足 能 量 不 等 式 


gw (u(s),u(s)) + 2p1(Au(s),u(s)) + (N(u(s)), u(s)) 


< (g(s), u(s)), Vs € [0,7]. (3-7) 


Ж, v o(s) e С2([0, T]), (s) > 0. 
定义 3.2.2 对 于 任意 9 € XK(go), 方程 (3-1) 的 轨道 空间 K+ 是 由 函数 є 
L™ (Ry; H) п? (К; У) ЈЕ, 使 得 对 任意 T > 0, IIrwu 是 方程 (3-1) 在 区 
间 (0, 了 ) 上 的 一 个 弱 解 且 在 (3-3) 意 义 下 满足 能 量 不 等 式 (3-4). 集合 K# = Khin) = 
Оен») Ку 称 为 方程 (3-1) 的 联合 轨道 空间 . Kg 的 所 有 元 素 称 为 方程 (3-1) 的 轨道 . 
作用 在 联合 轨道 空间 Kx 上 的 平移 半 群 {15(}t>o 为 


S(t)u(-)=u(t+-), u(:) EK}, Vg € H(go), Vt > 0. (3-8) 


对 于 方程 (3-1) 的 轨道 和 联合 轨道 空间 , 我 们 有 下 面 的 结论 . 
引 理 3.2.2 


(i) REL (К.Н) PE FRAN, 那么 对 任意 g є (до), 任意 uo € Н, 初 值 问 
题 (3-1)-(3-2) 至 少 存在 一 条 轨道 u(t) € K+ 使 得 u(0) = uo. 


(ii) 在 {5(t)}zo 的 作用 下 ， 


S(t)K; E Коу Vg Є (90), Vt 2 0. (3-9) 


t)g’ 
(iii) ТЕ{5(@) h> h EHF, Ki) 是 正平 移 不 变 的 , BJ 


SK oo) © Киву Vt 2 0. (3-10) 
证 明 . 结论 (可 以 直接 由 引 理 3.2.1 得 到 . FEG). 事实 上 , 如 果 当 外 力 项 为 g(s) 时 ， 
u(s)(s є [0, 也 ]) 是 方程 (3-1) 的 一 个 弱 解 , 那么 对 s є [0, T — t], T > t > 0, S(t)u(s) = 
u(t + s) 是 方程 (3-1) 当 外 力 项 为 S(t)g(s) = g(t + s) 时 的 一 个 弱 解 , 结论 (让) 证 明 完 
He, HHH), SO = (OU cgi Kt = Оена) SOKE € Осно) 到 
Џени Оў = Ку, DAT (iii) AE. = 


51823.23 Khu SFP. 


证 明 . 对 任意 we Kh Eg € (о) и є K+. 由 引 理 2.3.3 知 对 任意 的 T > 
0, Au, Blu), N(u) є L49(0,7;V'). Xg € H(go) © (В; H) © Lide (R+; V’), i 


loc loc 


合 方程 (3.1) 得 地 є ТАЗ(б,Т;у”), 从 而 uw є Тї. = 
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引 理 3.24 设 m 在 到 (了 +; 互 ) 中 是 平移 紧 的 ,那么 对 任意 9 


Є H(go). 任 


意 u(t) € К}, 存在 与 和 9 无 关 的 正常 数 ps, ps 和 ps, 使 得 对 任意 t c 及 + 有 


180941, < Чоне + ршн)" + ps. (3-0) 
证 明 . 结合 (2-11) 和 (3-6), 由 (N(w),w) 的 非 负 性 得 ， 
+00 
1 
-3 | ШЕП jis +2am f e ШОО 
<f \с®)\ (в), д(8)4в, Vols) ECR), (5) 20. (8-0) 
那么 , MH Cauchy ERAK ||и() || < |u(s) || v7 
FOP N 
-fm u(s)|?0(s)ds + ема [ч (ШҮ? ols)ds. (8413) 


对 式 (3-13) 应 用 引 理 2.2.5 得 


t 2 cipit = 0 2 „сіт = 
u(t [Pert — lulO) Pere” < Bo 
0 


上 式 表明 对 任意 g € KH(go) 和 t > 0, 有 


Р < Ole + 3 =f ol 


t 
ў lg(s)lPeamsds，VieR (3-14) 


(3-15) 


е > 0, idko = minfk EN|O<t-—k+1<1,t-—k< 0}. 那么 对 于 (3-15) 的 


第 二 项 , 应 用 (3-5) 得 


t 
1 2 
5112614108) 4 5 
= Ыы осв) 


t—ko+1 
2d —C1H1 24 ИЕ 7879 
<= ( w ) ds + е Jw s)|| ds +- +e 
1 “ЖЕР —Кос 2 
< Зсі (1 ee ої е аә пеи.) |1до(ѕ) азов, н) 
1 


Ж. 2 
< Зе (1 + ci ) go(s) зв, нә» vt c R4, Vg = H(go). 


因此 , 结合 (3-15) 和 (3-16) 我 们 得 到 


1.5 (2) ще, :本 < са||и||ге(о;н)е e mot2 + kl, 
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(3-16) 


(3-17) 
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其 中 cs := ea, ky = y(t (14+ +) ооб) изван) Wu 和 g ЖЖ. 对 于 任 
意 g € H(go), u € K+ 满足 能 量 不 等 式 (3-7). 将 (3-7) 关 于 s 从 t 到 t + 1 积分 得 


Flut + DIP- uH?) + 2 7 (Au(s), u(s))ds + / (N(u(s)), u(s))ds 


t 


~ 


< f ((s),us))as < | Поб). (3-18) 


t+1 
因为 оти), u(s))ds > 0, 应 用 Cauchy 不 等 式 及 (2-11) 得 


t 


t+1 
u(t + D+ еш f esas < uIP + J eee ds, VEER,. (319 
t 
FA (3-5) (3-17), 由 (3-19) 得 
T ule)? T O 
t g(s 1/2 
аала 2 48)1/2 < (Ë f d 
ISOa = J оваз)» < (2807 "| sar) 
my Jara ад 
= с5||ш||„=(ол;нуе 2/2 + ko, Vt € R4, (3-20) 
其 中 ， 
C4 ky \\ф(58)[|12(в,;н) 
& = s ae — 3-21 
ум уа cip ж 
均 与 uw 和 g 无 关 . 由 (2-32) 和 (3-20) 得 
t+1 t+1 
°“: 3⁄4 1/2 
|S) Атол = (Пач)? < ( f ашо) fas)" 
t t 
t+1 
<e, f lutas)” 
t 
< c(csllullr=0,1;me 222 + ke), Yt e Ry. (3-22) 
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类 似 地 , 由 (2-33),(3-17) 和 (3-20) 得 
1+1 


IOB luov = ( Í IBI as)” 


t 
< cllu(s Dle t+1;H) lu(s s). t+1: A 
< с(св||ш|(ол;нуе Mt? РА k3)” *(c6lltul| nore et? + Ка 
= 2 
= e(ce|lullz=(0,1;7)€ аш? д. ks) 


= с(с$||ш|=(ол;нуе + 2c ks||u||r= (oa ye t? + ЕЗ), (3-23) 


其 中 c6 := max{c4, c5}, Кз := maxíki, ko} SuAllg AR. 类 似 地 , 由 (2-34) 得 


у 


1+1 1+1 


SCN leo = (fm IN Cts) ids)” < <(f IN(u(s))|-ds)"” 


t+1 
1/2 
<el / u(s) as)!” 
t 


© с(сь||щ|=(ол;нуе ™ + k2), vte R+. (3-24) 


Ша € H(go) С 220; Н) < (RV => HORV’), 结合 (3-1), (3-22)-(3- 
24) 49 
t+1 


80до = ( J мв) fas) 


t+1 t+1 


< 2ml / дууа) + (воо д)“ 


а x 


EEJ щш + ( f lotoa" 
t 


< a ee 2 + ko) 


+ с(с2 ||? oa me + 2ceks||u||r= oa; ye 21/2 + k?) 
t+1 


ua 1/2 
+ безинен + ы) + ( f Пов) 
t 


< 2снх(сь||щ|„=(ол;нуе 1/2 + ko) 


a с(с$||ш|| =(ол;нуе ^^ + 2сКз|| |с о,;нуе 17? + k3) 


+ с(сь |2 ол;нуе ?+ ke) + |1о(8) оа, гн): (3-25) 
(3-17), (3-20) 和 (3-25) 就 得 到 (3-11). 口 
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在 引 理 3.2.4 的 基础 上 , 我 们 构造 平移 半 群 {S(t)}:>o 在 Kz 中 的 一 致 ( 关 
Fg є KH(go)) 有 界 吸 收集 . 
引 理 3.2.5 设 go 在 Li%.(R4 五 ) 中 是 平移 紧 的 , 则 {5(t)}zzo 在 Kz) 中 存在 一 
致 (关于 g € ?7t(go)) 有 界 (在 在 范 数 下 ) 吸 收集 和 使 得 对 Kh 中 的 任意 有 界 (在 及 范 
数 下 ) 集 合 B, 存在 时 间 to = to(B) 使 得 S(t)u € A, Vu € B, Vt > to, Vg € H(go). 


证 明 . 记 
A:= {ue Кө») | lulle < 3ps}, 


其 中 ps 是 (3-11) 中 的 常数 . 显然 , A 是 {S(bji>o 在 联合 轨道 空间 kz 中 的 一 致 ( 关 
Tg E KH(go)) 有 界 吸 收集 . 

下 面 我 们 研究 联合 轨道 空间 Kz ) 在 拓扑 空间 6# 中 的 封闭 性 , 这 对 我 们 证 明 
一 致 (关于 g € (go)) 有 界 吸收 集 A 在 拓扑 空间 64 中 的 紧 性 起 重要 作用 . 

引 理 3.2.6 KAPERI Ө! 拓扑 下 是 闭 集 . 

证 01и, рК 中 一 列 (在 2 范 数 下 ) 有 界 集 , 且 存 在 函数 wu* є Ге, 使 得 


Um 一 > и" 在 9629 拓扑 下 收敛 . (3-26) 


下 面 我 们 分 两 步 证 明 wu* є К): 
第 一 步 . 证 明 对 任意 7 > 0, Пти* 是 方程 (3-1) 在 (0,T) 上 的 一 个 弱 解 . 为 
Ж, 我 们 需要 证 明 w* є 1%(%,;Н) г LRV), HVT > 0, Пти* 在 分 布 意 
义 D'(0,T;V') 下 满足 方程 (3-1). PRE, {um} C Ку, 因此 存在 {gm} C H(go) 
使 得 {um} C Kt , HA 
OUm 
at 


go TEL}, (RH) 中 是 平移 紧 的 , 因此 存在 g € Hlg) Em 一 co 时 


+ 2p, AUm + Blum) + N(u,,) = gx (z,t), m = 1,2,3,.….. (3-27) 


gm — g TE H(go) 中 强 收敛 . (3-28) 


用 与 引 理 2.3.8 的 相同 的 证 明 方 法 , 我 们 得 到 存在 {wi} 的 某 个 子 列 {ww} 使 得 
žm 一 оо FJ, 
Iran — Irôu 在 LS(0,T;V') PRS. (3-29) 
При, — Пти* 在 12(0,Т; У) #99016, (3-30) 
Allpum 一 АПти* 在 L7(0,7;V") 中 弱 收 敛 ， (3-31) 
В(Пти„) 一 В(Пти*) 在 L*(0,T; V) PIS, (3-32) 
N (Urum) 一 М(Пти*) 在 17(0,T;V’). PES, (3-33) 
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应 用 (3-28)-(3-33), 在 (3-27) 中 取 极 限 得 
-i 


ТЕТАЗ(0, ТУУ") gi ЇЇ 1А/З(0, Т) c Р'(0, Т), 故 IIrew* 在 分 布 意义 D'(0,T;V') 
下 满足 方程 (3-1). 
第 二 步 . 证 明 IIrw* 满 足 能 量 不 等 式 (3-6). 应 用 引 理 2.3.8 的 证 明 方 法 , 我 们 得 


žm 一 оо 
ptm — Iru 在 12?(0,Т; Н) 中 强 收敛 ， (3-35) 
而 且 , 对 于 任意 给 定 的 w(t) є CeS(0, Т), v(t) > 0, 我 们 有 


ү / п„(в)\?е\(5)4в = / [rrr (s) os)ds. (80) 
0 
2ш / (Апи), Пти^(в))ф(в)ав 
0 


T 
< 24 lim inf f (Arus, (s), rus (в))д(в)Ч». (3-37) 
0 


T 


lim drawG) Пти» (s))@(s)ds 


T 
= J (Nrs), rw (8) ols)as. (3-38) 
0 
对 于 外 力 项 ovw(s), 我 们 有 


Т 
f (Im ( (8), Пти (8 s)ds 一 [ia )„Пти^( (5) )ó(s)ds| 
0 


Т 
m (8), rum (s) — П s)d т ), Пти? (s))ġ(s)d 
<| flows TU ru*( vo | flow Tu s)ds 
< h + L,, (3-39) 
其 中 


T 
n = e( / [ras) — Tiru" (8) ав). y low(slPas) ' 
= | [iow (m (8) = 968), Пти^(з))д(в)4з], 
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由 (3-5) 我 们 得 到 {gjy(s)} C {om(s)}4EL7(0,T; H) PAF. 应 用 (3-35) 得 当 m 一 


со], 
1, — 0. 
FH (3-28) #4 4m’ 一 co 时 ， 
Г, — 0. 
ЕН (3-39)-(3-41) 
T + 
im gm), ти (в))б(в)Ч» = f (G(s), Tiru" (s)o(s)ds, 
0 0 


Um’ (t) € Кә. Пти, (t) 满足 不 等 式 (3-6)， 即 
T 


T 
= 5 | Пт ()|P2(e)as + 2ц\ апач (в), Пеш (8) 909)» 


0 


一 


ws 


应 用 (3-36)-(3-38) 及 (3-42), 在 (3-43) 中 取 极 限 得 
1 T T. 
z 5 | Mire Ce)as + 2 Aa (8), Пи (8)) (9) 


T" 
+ (М (Пи (в), Печи (в))д(8)Ч» < Í (g(s), Tiru" (s))(ə)ds. 


2—4 


综合 两 部 证 明 的 结果 , 我 们 得 到 we Kh) 


(Ме), Печи (6) 9(8)45 < f (дь, (5), Tram (в))о(5)Ч. 


(3-40) 


(3-41) 


(3-42) 


(3-43) 


(3-44) 


口 


引 理 3.2.7 引 理 3.2.5 中 的 一 致 (关于 9 € (go)) 有 界 轨道 吸收 集 A EOL HH $F 


下 是 紧 集 . 


证 明 . 在 A 中 取 一 (在 肪 范 数 下 ) 有 界 序列 {w,}， 由 对 角 线 序列 法 知 存在 函数 we 
ре {ы} ESFI un}, Eun — u EO Wie FOR. 由 引 理 3.2.6 


得 we Khin) 再 由 范 数 的 下 半 连 续 性 可 得 
а, < Шш [шж < 3p5, Vt > 0. 
因此 w € A. 
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本 节 的 主要 结果 如 下 : 

定理 3.2.1 Wg fE L? (R i; H) 中 是 平移 紧 的 , 任意 g є XH(go)，(3-8) 定 义 的 
平移 半 群 {S(t)jzo 在 8” 拓扑 下 存在 一 致 (关于 g € Xt(g0)) 轨 道 吸 引子 An(w) С 
Ко) OA, 满足 : 
(i) (有 界 性 与 紧 性 ) Ano) ТЕЛ! 90380 F 5 8 948, EOL 拓扑 下 是 紧 集 ; 
(ii) (不 变性 ) S(t) Ане) = Ано), Vt > 0; 
(iii) (一 致 吸引 性 ) ЖӨ HH F, Ano AE{S(t) оК P R BR Fg € 
(go) ) RI Ж, ER РЕКУ PA MEF їй BF) RB Ang) h tT Ж + 
IRKO(Ari(g)), TEIE = t*(B, О(Анц))), ESB c O( Arig), V t Е. 


WERA. 应 用 [11, 定理 XIV.3.1], 引 理 3.1.1, 引 理 3.2.2(ü), 引 理 3.2.5, 引 理 3.2.6, 5| 
理 3.2.7, 就 得 到 结论 . 口 


3.3 一致 正则 轨道 吸引 子 的 存在 性 

在 这 部 分 , 我 们 证 明 一 致 正则 轨道 吸引 子 的 存在 性 . 首先 定义 方程 (3-1) 的 正则 

定义 3.3.1 ЖТ > 0, ШЖ и € L”(0,T; V) N L(0,T; D(A)), 3 Au 以 
及 它 的 导数 Biw 在 分 布 意义 D'(0,T; Н) 下 满足 方程 (3-1), 则 称 函 数 v 为 方程 (3-1) 在 
区 间 (0,T) 上 的 一 个 正则 弱 解 . 

下 面 结论 的 证 明 方 法 与 文 [6] 中 类 似 . 

引 理 3.3.1 оо? (К; Н) "РЕЖ. 对 任意 的 > 0, uo € V KIE 
Eg € H(go) , 初 值 问题 (3-1)-(3-2) 至 少 存在 一 个 区 间 [0, 上 的 正则 弱 解 w 使 
得 vv 在 下 面 意义 下 


Е" Я F 
=3 Ја), Au(s))o"(s)ds + 2 f Пашов) f (B(u(s)), див) 95) 
0 0 


0 


г Т 
+ Гохи), Au(s)o(s)as < f (gls), Au(s))(s)ds, (3-46) 
0 0 
满足 能 量 不 等 式 
T Cu(s), Au(s)) + 2н | Au(s) + (B(u(8)), Au(s)) 
+ (N(u(s)), Au(s)) < (g(s), Au(s)), Vs € [0, T|, (3-47) 


其 中 v@p(s) є Cee([0, T]), o(s) > 0. 
在 定义 3.3.1 KIH 3.3.1 的 基础 上 , 我 们 定义 方程 (3-1) 的 联合 正则 轨道 空间 . 
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定义 3.3.2 对 于 任意 9 € H(go), 方程 (3-1) 的 正则 轨道 空间 .7+ 由 函数 ve 
L®(R}; V) N L. (R i; D(A)) 组 成 , 使 得 对 任意 T > 0, Iru 是 方程 (3-1) 在 区 
间 (0, 了 ) 上 的 一 个 正则 弱 解 且 在 (3-46) 意 义 下 满足 能 量 不 等 式 (3-47). REJI = 
Дд) = Ugento) To 称 为 方程 (3-1) 的 联合 正则 轨道 空间 .HH 的 所 有 元 素 称 为 方 
程 (3-1) 的 正则 轨道 . 

我 们 同样 引入 作用 在 联合 正则 轨道 空间 .有 上 的 平移 半 群 {5(t)h>o 


S(t)u(:) = u(t + -), ul) € J", Vg € Hlg), Vt > 0. (3-48) 
引 理 3.3.2 ig ТЕТ? (R. H) 中 是 平移 紧 的 , 则 


(i) 任意 g є H(go), 任意 uo € V, 初 值 问题 (3-1)-(3-2) 至 少 存在 一 条 正则 轨 
道 u(t) € g 使 得 w(0) = uo. 


(ii) 任意 g € H(go), TE{S(t)}iso 的 作用 下 ， 

SOAT C Ју Yt. (3-49) 
(iii) Æ{S(t)h>0 的 作用 下 , Iio) 是 正平 移 不 变 的 , 即 

S() Tyke) © Tonys Vt 2 Ü. (3-50) 


证 明 . 结论 (i) 可 以 直接 由 引 理 3.3.1 得 到 . (ii) A (iii) PAR AY UE Z HS 5] BE 3.2.2 
HE (ii) Ul (iii) AMY WE BA AEA, 这 里 就 不 再 做 详细 证 明 . 口 


为 了 引入 与 一 致 正则 轨道 空间 有 HH 相应 的 拓扑 空间 , 我 们 先 证 明 下 面 的 结论 . 
引 理 3.3.3 Hu € L®(0,T;V) N 12(0,Т; D(A)), Аи, В(и), N(u) 均 属 
F17(0,T; Н). 


证 明 . u є L2(0,T; D(A)), 显然 4u є L2(0,T; Н). 对 任意 € H, 应 用 Halder 不 等 
式 及 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 得 


\(B(u ), Ф)| llulla ll Vula lloll 


< 
< сш Au Sul Au lol 
< 


ЕШ (3-51) 
所 以 由 (3-51) 得 ， 
|| B(u)|| < cllullv. (3-52) 
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从 而 ， 
Р? P 
J pela: < c f lultaí < +оо, 
0 0 


这 表明 B(w) є L2(0, T; H). 与 [38, (3-11)] 的 推导 类 似 , 我 们 可 以 得 到 
3 
KNW). A = У f uestes 


ij=1 9 
< e(||Vul] + 12:1) lloll < ellullv lloll- 
由 (3-53) 得 ， 
IV (u)|| < сщу. 


从 而 ， 
T T 
ШЇ < ИТ < +00. 
0 0 
KIEN (u) є L?(0, 7; Н). 
ЕЛАН AS Hi th ҖЕ ЇН] £ ES pk e [Н], їс, 


loc loc 


Mie := Lee (R ;V)n 1? 


Пт ЛМ! := L®(0,T; V) п L7(0,T; D(A)) п {u(-)|u є L7(0,T; H)}. 


定义 3.3.3 Bu} ЖМ 中 一 列 函 数 ,we ПМК, 如 果 
ua (z,t) 一 u(a,t) Æ L°(0,T;V) 中 弱 * 收 敛 ; 
Un(a,t) u(x,t) ТЕ 12(0,Т; D(A)) #399195; 
Ajun(x,t) > aul, t) 在 12(0,Т; Н) PIA, 


(R+; D(A)) п {u(-)|Ou € (К; Н)}, 


(3-53) 


(3-54) 


(3-57) 


则 称 函 数列 {io} 在 HzrA 人 22e 拓 扑 下 收敛 于 v. 车 YT > 0, RAIH Пти, ЕП М! 


扑 下 收敛 于 Tra, WERA un EMANE Fu. 
空间 Mi 赋予 定义 3.3.3 中 的 拓扑 后 记 作 Stee. 定义 


мі = (u € MP | llulla < +оо}, 


并 在 其 上 定义 如 下 范 数 


(3-58) 


|м» = sup {15 (0) |= соли) + IS ()ullz2(o1;p(4y) + 118 (Aull 21,2 }- (3-59) 


不 难 验 证 (M4 ,上 :|| ) 是 Banach 空间 . 
SESSA SEO EME. 
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证 明 . 对 任意 u є Jia y 存在 9 € Hoo) 6 и є IF. 因此 任意 7 > 0,u € 
L®(0,T; V) п L2(0,T; D(A)). 由 引 理 3.3.3 Au, В(и), N(w) 均 属于 ZL2(0,TT; H). 
Xg € H(go) С L (R ; H), 结合 方程 (3-0) 得 元 є 17(0,T;H). 从 而 , и є М!'. 

o 


下 面 关于 正则 轨道 的 估计 对 我 们 证 明 平 移 半 群 {S(b)},>o CET, 中 存在 一 至 
正则 吸收 集 起 重要 作用 . 

引 理 3.3.5 设 go 在 L2,.(Rj; 五 ) 中 是 平移 紧 的 , 则 对 任意 g € Hlgo), 任意 u(s) € 
Zt, 


lule = |[|$(Фущ|(ол;у) + lS ullo) + IIS Мува 


= =н lult + s)|v + (j || Au(t + s)|Pds) ad \|Opu(t + s)|Pds) ” 


t+1 


= sup u(s) |v + (/ || Au(s) газ)" 50 au (s)|Pas) ” 
< N((lullr~oryvye 2?) + (1 + 2.) 1665 s). Vt 2 1, (3-60) 
其 中 NM(-) Ж||и||=(ол;ууе 11072 的 连续 单调 函数 . 


证 明 . 对 任意 的 g є H(go), 任意 ve .+ С Tilo)’ 由 引 理 3.3.4 ffu; € L?(0, T; H). 
Hu, 与 方程 (3-1) 作 对 偶 积 得 


|2 + 21 (Ault), ш) + (B(u(t)), ш) + (N(u(t)), ш) = (g(t), ш). (3-61) 
取 
|е(и)|? 
Г(|е(и)|) := ў pole + в) °/?азв, (3-62) 
则 有 
->) plu )е;;(и ег; ( (ш). (3-63) 


因此 , 我 们 得 到 


ы" / піде, (auja (биде = T / r(le(wl)dz). (3-64) 
іј=1 9 


Q 
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将 (3-64) 代 入 (3-61) 得 


ul? + E (Aut) (0) + f r(e(a))az) 
2 
= ~(B(u(t)), wu) + (g(t), ш) 


2 Ou; Ou; ¢, 1 2 
< > J lw ae |z + 19001 + 4141 
Q 


ЕЯ ОЛ: т\н. 
应 用 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 及 Cauchy 不 等 式 得 
llulla [Уи ш, | < elul Aul? u Aul Nu 
< elf lel] < cllull + тїш. 
考虑 (2-11) 及 (3-65)-(3-66) 得 


= < y(t) f(t) + h(t), vt eR, 


f(t) := ш (Ач), u(t) + / P(le(u)|)ae, 


2 


— uj, a(t) := 190012. 


(1c) 


y(t) := 


由 (3-5) 可 直接 得 到 
1+1 1+1 


J моа» = | lg(s)IPas < Па (9)18 Vt eR 


t t 


+1 ні 
с 
10) = f u(s)||?-ds 
[eas = = J tgl 
с ., 
< a Elele onne amt? + ko), Vt E Ry. 
11 


结合 (2-11), 应 用 (3-20) 得 


+1 {+1 
m | (дщ), щв))4в < n f о) 
t t 


< pi(cs|lullr~(oavye t + ke), Wt e Ry. 
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(3-65) 


(3-66) 


(3-67) 


(3-68) 


(3-69) 


(3-70) 
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我 们 注意 到 , 对 任意 s > 0, a > 0, 0 < (e + s) °/2 < є-°/? RIL. 因此 
je(u)|? 
P(le(u) =f лабе 8) "48 < poela). 
0 


应 用 不 等 式 / \є(и)[?ат < 9jlulj2( 易 证 ) 我 们 推导 出 
2 


t+1 t 十 1 


J J тчебшгв < шесе? f f \e(u)Paras 
t Q t Q 


t+1 


< 9ше-°? | ив) 18а 
t 


< Quoe °/%(сь||ш||=(од;ууе 92 + ke), Wt e Ry. 


从 (3-70) 及 (3-71) 我 们 得 到 
t+1 
f f(s)ds 和 c(cs||u||r= o 1 ye 212 + ke), Vt e Ry. 


t 


(3-71) 


(3-72) 


йт © [2,2-1]. 把 (3-67) 中 的 时 间 变 量 换 成 r, 然后 在 此 不 等 式 两 边 同 时 乘 以 exp (- 


J 7(s)ds) 得 


t 


T: T. 


= (f(r) exp ( = Jr) < h(r) exp ( 一 fras) < h(r). 


t t 
将 (3-73) 在 区 间 |[&,t 十 1](t SEST < t + 1) 上 关于 变量 7 积分 得 


+1 +1 


£ 
f(t+1) exp ( — fros) < f(€) exp ( — fras) + / h(s)ds. 


t t 


从 而 , 对 任意 t € R4, € € [t,t +1], 
t+1 t+1 
ү 


f(t + 1) < (70) + / h(s)ds) exp (| (s)ds) 


< (7() + |.90(5) 122, ну) 


4 = шс 
х ехр {a (о oan тану. kə) }. 
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成 立 . 现在 我 们 把 (3-75) 关 于 变量 上 从 t 到 上 十 1 积分 得 
t 十 1 


c —C1H1 a, 
/@ +1) < Fi FEAE + |190(8) 122, )) exp с leleson e imt/2 + ka) } 
t 


< { e(csllullaxoavye aute + Кә) + I90(s) 1, } 


C 一 C1H1 ç; 
x exp [—(csllull,=oaaye mt/2 十 ko), Vt Ee R4. (3-76) 


Cı Hı 


由 (2-11) 及 (3-76) 得 


u(t + DI? < (Aut +1), u(t + 1) < — f(t +1) 
C1 Cı Hı 
< Л (Ilullz~(oa,vye""””), Yt e Ry, (3-77) 
其 中 
Nu = ——{с(вшщчууе-“"'# + ы) 
+ |ш(в) } 
x exp {a Slul ore oo + ka)}. 
因此 由 (3-77) 推 导出 
15 (8) шс олу) < Л? (ullo), Wt > 1. (3-78) 
由 (3-47) 得 
(ш, Au(t)) + 2ui||Au(t)|? + (B(u(t)), Au(t)) + (N (u(t), Ault) 
< (g(t), Au(t)). (3-79) 
对 于 (3-79) 中 的 每 一 项 , 我 们 有 
1d 
(ш, Au(t)) = zg ult): Au(t)), (3-80) 
(B(u(t)), Au(t)) = (B(u(t)), Au(t)) < T Au) + s= BC) (3-81) 


(M(u(t)), Ault) = (NUCO), Au(t)) < Ач (02 + INU), (3:82) 
(a(t), Aue) < GAUDI + 52-1000): (3-83) 
由 (3-79)-(3-80) 我 们 得 到 
© (u(t), Au(t)) + аа | Au(D)| 
< 2(|(9(t), Au(t))| + BUE), Au(9))| + NUl), Au(D)). (384) 
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考虑 (3-81)-(3-84), 我 们 就 得 到 
= (u(t), Au(t)) + а Ач)" 
< = (Bul) + IN (WC) + IOI). 
FAs $4 (3-85) PAYA [Н] Ж att, 然后 关于 s 从 t 到 t 十 1 积分 得 


(u(t +1), Au(t + 1) + / || Au(s)||2ds 


t 
1+1 1+1 


т] pus +; f ve u(s)y||2ds 


е3 2 1 
ф = ү \\0(5)||?4з + (u(t), Au(t)). 


t 
HH (3-52), (3-54), 应 用 (3-78) 得 


t 十 1 


У \Bluls))IPas < йш ау) 


< СЛ (|що оу)е t), Vt e Ry, 
t+1 


||V(u(s))|Pds < сав, vy 


< eA (llull; t), Vt e Ry. 


由 (3-86)-(3-88) 我 们 推导 出 
t 十 1 
7 ||Au(s)|Pds < £ 


ANE (elle (ore?) 4. 
1 


1 
2 \\до(5) азо, н) 


c+ wa 
+— (jua e am), 


结合 (3-87)-(3-89) 我 们 就 得 到 
[õu] eai) < Aulrzcri:n + В (ш) || 22 0 + 1 I) 
+ ||N(w) |] 22 e041; + Igt) llett) 
< (T+ o) Mi (ullra) 


C 1 E 
十 (一 十 — + e) М? (|| олие ermit/2) 


ш уа 
1 
Hit i? |1905) ег. rn: 
н (3-78), (3-89) Æ (3-90) 11719 Bl (3-60). 
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(3-85) 


(3-86) 


(3-87) 


(3-88) 


(3-89) 


(3-90) 
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在 引 理 3.3.5 的 基础 上 , 我 们 构造 {S(t)}wzo 在 J 
XH(go)) 有 界 轨道 吸收 集 . 

引 理 3.3.6 设 go 在 Li,.(R+ 五 ) 中 是 平移 紧 的 , WSO hE Tigo) 中 存在 一 
致 正则 (关于 g € H(go))A (EM, 范 数 下 ) 吸 收集 Z, ER Tio) 中 的 任意 有 
界 (在 /Ms 范 数 下 ) 集 合 B, 存在 时 间 t = (В) 使 得 S(t)(w) € Т, Vu € B, Yt > 
ti,vg € H(go). 


中 的 一 致 正则 (关于 g є 


go) 


证 明 . 记 
1 
T:={ue Жы : lule < N(2k2) + (1 T п )\ч(8)ж„;н›}, 
其 中 心 是 (3-21) 中 的 常数 , MOES E 3.3.5 中 的 连续 单调 函数 . 显然 , 7 是 平移 半 
群 {S(b)}izo 在 .7 二 ) 中 的 一 致 (关于 9g e XK(go)) 有 界 吸收 集 D 


下 面 我 们 研究 联合 正则 轨道 空间 .Tsw 在 拓扑 空间 = 中 的 封闭 性 , 这 对 我 们 
证 明 一 致 正则 (关于 9 Є XK(go)) 有 界 吸 收集 P 在 拓扑 空间 = 中 的 紧 性 至 关 重 要 . 
引 理 3.3.7 联合 正则 轨道 空间 .Txt 在 3?* 拓扑 下 是 闭 集 . 
证 明 . 设 {un} 7) 中 一 列 ( 在 M4 范 数 下 ) 有 界 集 , 且 存 在 函数 w* < Мое, 使 得 
un 一 > и" 在 219 拓扑 下 收敛 . (3-91) 
下 面 分 两 步 证 明 w* є шег 
第 一 步 . 证 明 对 任意 7 > 0, Пти* 是 方程 (3-1) 在 (0,T) 上 的 一 个 正则 弱 解 . 为 
此 , 我 们 需要 证 明 w* є 1°(0, Т; Н) п 12(0, Т; D(A)), НУТ > 0, Пти*(%) 在 分 布 意 
XD'(0, T; 五) 下 满足 方程 (3-1). 
EKE, {un} © Trig) 疏 存 在 {gn} C Hlg) 使 得 {un} С 7, AA 
Oun 


Bt + 2/n Au, + B(un) + N(Un) = galz, t), n=1,2,3,---. (3-92) 
45 (3-28) lel, 存在 g є KH(go) 使 得 当 n 一 оо, 我 们 有 
gn — 9 TE H(go) 中 强 收敛 . (3-93) 
{un} TEM? 范 数 下 有 界 , 所 以 存在 某 常 数 c > 0 使 得 
lu, < e, Vn € N.. (3-94) 


应 用 对 角 线 序列 法 知 存在 u € Ме 及 {un} 的 菜 个 子 列 {wn} 使 得 对 任意 7 > 0, 
“ink -7 co 时 ， 


Irun, 一 Пти 在 L°(0,T;V) 中 弱 * 收 敛 ; (3-95) 
Irun, 一 Пти 在 12(0,Т; D(A)) #99195; (3-96) 
Iran 一 Iran 在 1?(0, Т; Н) 中 弱 收 敛 . (3-97) 
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由 (3-95)-(3-97) 得 当 nj 一 ooff, 
Un, 一 u 在 Sl 拓扑 下 收敛 ， (3-98) 
应 用 极限 的 唯一 性 及 范 数 的 下 半 连 续 性 得 
и* = и € М', lu” | ль < lim inf un ms < c. (3-99) 


FAEH 在 分 布 意义 D'(0,7T; Н) 下 满足 方程 (3-1). 为 此 , 我 们 首先 证 明 下 面 
ЛАКА: 


Irun, — Пти* 在 12(0,Т; Р(А)) 中 弱 收 敛 ， ) 
Allptn, 一 Allpu* 在 12(0,Т; Н) 中 弱 收 敛 ， ( ) 
B(Irun,) > В(Пти*) 在 17(0,T; Н) 中 弱 收 敛 ， (3-102) 
М№Пти,,) = М(Пти*) 在 12(0,Т; Н) 中 弱 收 敛 ， ( ) 
In, — g TE H(go) 中 强 收敛 . (3-104) 


显然 , (3-100) 可 由 (3-96) 直 接 得 到 , 由 (3-100) 知 (3-101) 成 立 ， 
注意 到 DP(4) CV > H OA KARA, HHS] 2.2.4, 由 (3-100) 得 当 n 一 
oo 时 ， 


При, — Пти* 在 L7(0,T;H}) 中 强 收敛， (3-105) 
При, — Пти* 在 12(0,Т; Н) 中 强 收敛 . (3-106) 


对 任意 的 є L2(0, T; Н), 我 们 有 


p 
їшї / (B(Ipt,,) ВШ), ¢)|dt < Ig + A (3-107) 
Е 
其 中 
T 
Ја = lim [шь —u*), Irun, ó)|dt, (3-108) 
0 
T 
J| i= lim tü паи, —u*),@)|dt. (3-109) 
人 一 Do 
0 


WH AAA KA (Q) 一 LA(Q) FIV — W40), 根据 Holder 不 等 式 及 (3-94) 式 
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得 到 
ЯН 
h <c lim Ü flr (un, — wall Tren elle 
0 
T 
<c lm Ü [Cen — )həlliru,, 18 
0 
< c lim [Ir (un — и")[|шг(отан)\ФЇПпл(о,т;н) 
=. (3-110) 
类 似 地 ， 


n <e tim | [Truel VIr (em 一 ellleld 
0 


T 
< c lim f Hru" |у |11 (un, ч") ll 2 || é] dt 
0 


<e Him, [Hr (un, — *) |12 сотні) 1Ф|1220о,тзн) 

= 0. (3-111) 
由 (3-107)-(3-111) 得 (3-102) 成 立 ，(3-100) 表 明 范 数 |IIr(ws — и") озор) AF. 
与 [36, (3.27)] 的 推导 类 似 , 我 们 推导 出 


T 
lim за (IIrun,) — М(Пти*), ó) dt 
0 


?一 Do 


fiv - [urun )е(Пти,,) — и(Пти*)е(Пти*)]}- фаха 


0 
: * 1/2 * |p 1⁄2 
<c lim, f [Er (tin, — ч") (10а, |122, + ru" l2 )||@lla: 
0 


wyj 


< ë lim |115 (un, =$ 12(0.7:H) Ill 220,74) 


=0, (3-112) 
事实 上 , 上 式 的 推导 我 们 还 用 了 (3-94)，(3-112) 意 味 着 (3-103) 成 立 ，(3-104) 由 (3- 
93) 直 接 得 到 . 结合 (3-97) 及 (3-100)-(3-104) 我 们 就 得 到 


дПти* 


Е sx + Qu, АПти* + В(Пти*) + М(Пти*) = g (3-113) 
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fEL2(0, T; HPR. I L2(0,T) с D’(0,T), 故 Hrw* 在 分 布 意义 D'(0,7; H) їй 
方程 (3-1). 
第 二 步 . 证 明 IIruw* 满 足 能 量 不 等 式 (3-46). 对 任意 0(s) e C8?([0, T]), ó(s) > 0, 
T 


T 
| / (Пли, (2), AD (8))#'(8)аз — / (Пои (в), ATLru*(s))6!(s)as| 


0 


нр, (3-114) 

成 立 , 其 中 
一 |/ нчы) — Пти^*(5), Allru,, (8))9"(s)ds|, (3-115) 
ЕС s), All pun, (=) — Al pu*(: (s))¢"(s)ds}. (3-116) 


(3-101) XH || All pup, leor; 是 有 界 的 . 因此 ,由 (3-106) 得 


lim J; = „іш ан — Пти*(), АПти,, (s (s))¢"(s)ds| 


了 大 一 DO 


T 
/ / 
<c ( / [Trun (5) = Tires) Pas) (Папе, (8015). 
| 0 0 
=й (3-117) 
由 (3-101) 我 们 可 直接 得 到 
lim, g= „im ТС ), All pun, (s) — АПуи*(8 s))¢'(s) )ds| =0. (3-118) 


结合 (3-114)-(3-118) 我 们 得 到 


lim J Trun, (8); АПги,„, (9))6 (s)ds 


7 大 一 Co 


T 


= | (йг), Апта (5) 6 (s)as (3-119) 


0 
EH (3-91) (3-100) HEH All ptm, (-) VO — АПти*(.)/д(-) BAF L? (0,7; Н), 应 
用 函数 的 下 半 连 续 性 我 们 得 到 


i б 

[Attrw(s)|Po(o)as < liminf f (подо, ()|26(ə)ds. (3-120) 
п 00 

0 0 


39 


温州 大 学 硕士 学 位 论文 


应 用 与 [36, Lemmas 3.1 和 3.2] 相 同 的 证 明 方 法 , 我 们 可 以 证 明 
т 


fim / нига, Те, йу йа» 


п. — o° 


T 
= J (вй), Апи (5))д()Чз, 
| T 
im. f (N (lrun (s), Atlin (в))д(в)Ч» 


T 


ы / (М(Пги*(в)), АПти^(в))д(в)аз. 


对 于 外 力 项 {o, (5)} С {gn(s)}, 我 们 有 
F 


T 
Oa COO 
0 


T 
< | м In, (8 БЕ s), All pun, (8 ѕ))Ф( s)ds| 
0 


1/2 
ан, (5) — 9(s)|Pas) “d \Апги„,()|°4в) ， 


в), All run, (s) = Allru*(s))9(s)ds}. 


T 
me 
ЫГА 
з 
由 (3-104) 及 (3-101) 推 导出 当 nj 一 оой, 
L, — 0, 


Ig — 0. 
因此 , 由 (3-123)-(3-127) 可 得 


Т М 


im (о. (5), Atran, (5))д(в)4в = Í (g(s), АПти'())д()дв 
0 0 
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(3-122) 


(3-123) 


(3-124) 


(3-125) 


(3-126) 
(3-127) 


(3-128) 
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H Firun, (t) € Т, Пти, (t) 满足 不 等 式 (3-46), E 
一 at + 241 / | Arun, (s)||?o(s)ds 
К T | 
+ (Br, (8), Attru,, (s) (8)4s + J (N Utrun(8)), Ати, (в))о(в)Чв 


T 
< | (g(s), Allrun, (s))(s)ds. (3-129) 
0 


应 用 (3-119)-(3-122) 及 (3-128), 在 (3-129) 中 取 极 限 , 我 们 就 得 到 
1 


T 
= 5 | (u'(s), Au'(s))o"(s)as + an f | Au"(s)26()as 


T 


0 
T 
+ | (Вг), Ач'(в))д(в)4в + f (NUC), Ач'(в))д(в)4в 
0 


0 


< i (g(s), Au*(s))@(s)ds. (3-130) 


综合 第 一 部 和 第 二 部 的 结果 就 得 到 ur є .7 二 L 


51 3.3.8 引 理 3.3.6 中 的 一 致 (关于 9 є (go)) 正 则 有 界 吸收 集 Z EE 拓扑 
FERR. 


证 明 . {un} C I 是 一 有 界 (在 /Ms 范 数 下 ) 序 列 . 由 对 角 线 序列 法 知 存在 函数 ve 
MBE [u Н F Al tin, }, 使 得 w， 一，v 在 st 拓扑 下 收敛 ， 由 引 理 3.3.7 
得 ve 75 з. 应 用 范 数 的 下 半 连 续 性 可 得 


1 
lule < liming |u,, |w, < MRa) + (1 + --)| (в) нн, VEE Rs, 
(3-131) 
ЖЛ.) 是 引 理 3.3.5 中 的 连续 单调 函数 . 这 样 我 们 就 得 到 w є T. 口 
下 面 给 出 本 节 的 主要 结论 . 
定理 3.3.1 REL (Ry HFEF ZKK, 任意 g € XH(go)，(3-48) 定 义 的 平 
移 半 群 {S( о 下 存在 一 致 (关于 g Є XH(go)) 正 则 轨道 吸引 子 x (9) С 


Trigg) NT, ЖИЕ: 
(i) (有 界 性 与 紧 性 ) Uo) 在 Ms 范 数 下 是 有 界 集 , 在 oe 拓扑 下 是 紧 集 ; 
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(ii) (不 变性 ) S(Q)UG go) = Ино), V t > 0; 

(ш) (一 致 吸引 性 ) 在 a miih F, Un(go) 是 {5( 引 jzo 在 Jitiy,) 中 的 一 致 (关于 g є 
KH(go)) 吸 引 集 , 使 得 对 于 任意 Jiiiy,) 中 有 界 (在 M3 范 数 下 ) 集 6 及 Ungo) 的 任意 全 
О(Инсоо)), FERE = t*(B, OUrig,))), 使 得 S(t)B с OU go), V t > Ё. 


WERA. 应 用 [11, 定理 XIV.3.1], 引 理 3.1.1, 引 理 3.3.2(ii), 引 理 3.3.6, 引 理 3.3.7, 5| 
理 3.3.8, 就 得 到 结论 . 口 


34 轨道 渐 近 光滑 效应 


在 本 节 中 , 我 们 首先 证 明 以 空间 .Feee 中 的 有 界 (在 和 严 范 数 下 ) 集 合 B 中 的 点 wo 为 
初 值 的 解 S(t)uo 经 过 充分 长 的 时 间 后 将 进入 空间 MI!** 中 的 有 界 ( 在 /Ms 范 数 下 ) 集 . 
IR E ИЕ Ан) С F = Ина) С Mie, 此 式 表 明了 不 可 压 非 牛 顿 流 
方程 组 (3-1) -(3-2) 解 的 轨道 渐 近 光滑 效应 : Шш € H C Fl: 为 初 值 的 解 在 半 
HSO h EAF, 经 过 充分 长 的 时 间 之 后 进入 人 Me. 

引 理 3.4.1 оо, (К; Н) 中 是 平移 紧 的 , 任意 g € KH(go). B C К} 是 空 
间 中 的 有 界 集 , 则 对 以 uo є B 为 初 值 的 解 u(-) = S(t)uo, 存在 时 间 to0(8) 和 一 个 
正常 数 K 使 得 

S(t)uollm < К, Vt > to(B). (3-132) 


证 明 . 对 于 空间 9 中 的 有 界 集合 8, uo є В, 应 用 (3-14) 和 (3-15) 可 推导 出 , FF 
在 to0(B) 使 得 


2 1 
lull? < ina + ma lollige Vt > to(B). (3-133) 
应 用 (3-133) 及 与 [38, (5.1)] 类 似 的 证 明 方法 , 我 们 得 到 
llu(t)\lv < Kı, Yt > to(B), (3-134) 
ЖФА ЕЖ. 由 (3-52), (3-54) 及 (3-134) 可 以 推导 出 
t 十 1 
/ || B(u(s))||?s < сш =гву,+е;у) S СК, Vt > to(B), (3-135) 
a 
Г, IN (u(s))||?ds < сш =(ыву,+е;уу S СК Vt > to(B). (3-136) 
t 


结合 (3-86) 及 (3-135)-(3-136) 可 得 
t+1 1 
ё c+ 
/ || Au(s)||Pds < gm + N * za 190(5) lira Vt > 1008). (3-137) 
$ 1 1 
t 
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结合 方程 (3-1), 对 Vt > to(B), 应 用 估计 (3-135)-(3-137) 得 


|| O20] т^ +1;н) 


< lAu|[ 20 1; H) + || B(u) || 02 (044341) s ПА (ш) [ое 1; H) + lgt) lr2ctr1:m) 


с с 1 1 
< Sn + с) к? + by 十 е7: 十 cj 天 + (1+ д )\%(8)(а„;н) (3-138) 
考虑 (3-134),(3-137)-(3-138) 就 得 到 (3-132). 口 


现在 我 们 记 H7? := (—A) 02 (у > 0 且 拉 普 拉 斯 算 子 A 满足 零 边界 条 件 ， 
00 = 0). H 表示 8H? 的 对 偶 空间 .在 下 面 的 部 分 , 我 们 取 0 < n < 2, 从 
WH => Н", V < Н?" HEKRA. 与 [10, p.281] 类 似 , 我 们 知道 空间 64e 中 的 
拓扑 比 C([0,T]; HH 下 ) 中 的 一 致 收敛 拓扑 强 , 空间 swe 中 的 拓扑 强 于 C([0, Т]; H?) 中 
的 一 致 收敛 拓扑 . 因此 , 作为 定理 3.2.1 及 定理 3.3.1 的 推论 , 我 们 有 如 下 结论 : 

引 理 3.4.2 Woy 112 (R.; H) 中 是 平移 紧 的 , 则 


(i) 对 于 空间 .站 中 的 任意 有 界 集合 B C К у, t 一 +oo 时 
diste(o,r}:4-n) (IIrS(t)B, ПА) — 0. (3-139) 
(ii) 对 于 空间 /M4 中 的 任意 有 界 集 合 B С Zt у 当 t +оо 时 
distejo,r};42-) (II S(t)B, Птн)) — 0. (3-140) 
下 面 应 用 引 理 3.4.1 及 引 理 3.4.2 证 明 一 致 轨道 吸引 子 的 正则 性 . 
定理 3.4.1 Bgo ТЕТ? (R ;H) 中 是 平移 紧 的 , 则 
Анг) = Ина): (3-141) 


证 明 . 一 方面 , 一 致 正则 轨道 吸引 子 Uxo,) ТЕМ PAR. 从 而 , 任意 t € R., 
S(t)Uriq) 在 F PAR. 对 任意 了 > 0, 由 一 致 正则 轨道 吸引 子 Uny,) 的 不 变性 
及 (3-139) 可 得 


diste((o,r),4-n) (Trincoo), Пт.Ано)) 
= diste(o,r),4-») (Tr SEU) ПАно)) (Vt € Ry) 
= jim diste((o,7);H-") (TrS(t)Up (qo): Пт.Аң(д)) š 
=0, (3-142) 
这 表明 
Unig) С Ано): (3-143) 
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另 一 方面 , 由 一 致 轨道 吸引 子 .4 ， 的 不 变性 , 我 们 得 到 
Ана) = S(to(Ar(go)))Ariao) (3-144) 


在 Ms AR, HP to(Angy)) KA F 5 3.4.1. 类 似 地 , 对 任意 T > 0, 应 用 一 致 轨 
EN TF Anoo) 的 不 变性 及 (3-140) 可 得 
diste((o.r),42-1 (Tr Antigo), ПтИн(аз)) 
= diste(o,7);:2-n) (Tr S(t) Ang) ПтИн(а)), Vt € Ry 
= lim diste((a.r),412- (HrS(t) An), Птн) 


= 0, (3-145) 

这 表明 
Анк) С Unig): (3-146) 
由 (3-143) 及 (3-146) 我 们 就 得 到 (3-141). 口 


3.5 “小 结 与 说 明 


本 章 主要 研究 了 非 自治 情形 下 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 在 三 维 有 界 区 域 上 解 
的 轨道 渐 近 行为 . 我 们 首先 引入 了 外 为 项 函数 g(x,t) 所 属 的 符号 空间 = (д), 
其 中 go 在 L2,.(Rj; 石 ) 中 是 平移 紧 的 , BUH (go) CEL? (Ri; APE ARR. RR 
分 别 证 明了 非 牛 顿 流 方程 组 (3-1)-(3-2) 的 一 致 (关于 g(x,t) € 五 (go)) 轨 道 吸引 
F Antigo) C F! 及 一 致 (关于 g(z,t) € H(go)) ЕДН S| FUp 9) C Мо 的 存在 
性 , Herp as |a] Mee kk Flee 的 正则 性 更 高 . 最 后 , 我 们 证 明了 以 空间 .F 中 的 有 界 集 
中 的 点 uo 为 初 值 的 解 在 半 群 的 作用 下 , 经 过 充分 长 的 时 间 之 后 进入 /Ms 中 的 有 界 
Ж. 在 此 基础 上 , ИЕН T Ango) = Uno) 此 式 表明 了 方程 组 (3-1)-(3-2) 解 的 轨 
道 渐 近 光滑 效应 : 解 ( 属 于 AM1?°) 在 相应 平移 半 群 的 作用 下 比 初 值 (属于 2°) 更 光滑 . 

这 里 我 们 要 指出 的 是 , 34 Q с в? 是 有 界 光滑 区 域 时 , 用 与 本 章 相似 的 方法 可 
以 证 明 非 自治 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 (3-1)-(3-2) 的 一 致 轨道 吸引 子 的 存在 性 以 及 
正则 性 , 得 到 与 定理 3.2.1 , 定理 3.3.1 , 定理 3.4.1 类 似 的 结果 . 我 们 也 可 以 得 到 二 
维 自 治 情形 下 方程 组 (2-15)-(2-16) 轨道 吸引 子 的 存在 性 与 正则 性 , 并 可 由 该 结果 结 
合 相关 函数 空间 的 嵌入 推出 文 [39] 及 文 [40] 的 结果 , 类 似 讨论 见 [11]. 
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本 硕士 论文 研究 了 一 类 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 解 的 轨道 渐 近 行为 , 分 别 
证 明了 自治 情形 下 轨道 吸引 子 的 存在 性 和 非 自治 情形 下 一 致 轨道 吸引 子 的 存在 性 
及 正则 性 . 

第 二 章 证 明了 自治 的 三 维 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 轨道 吸引 子 的 存在 性 . 我 
们 利用 文 [31] 或 文 [11] 中 的 经 典 方法 和 结论 , 首先 给 出 自治 方程 组 (2-15)-(2-16) 弱 
解 的 具体 定义 及 存在 性 , 构造 它 的 轨道 空间 T+ 并 引入 作用 在 T+ 上 的 自然 平移 
半 群 {S(t)jizo， 然 后 我 们 给 出 了 轨道 空间 T+ 的 一 些 相关 性 质 , 关键 是 构造 了 半 
群 {S(t)hzo 在 轨道 空间 T+ 中 的 有 界 吸收 集 刀 以 及 证 明 此 吸收 集 在 拓扑 空间 949* 中 
的 紧 性 . 最 后 得 到 平移 半 群 {S(t) 上 zo 在 轨道 空间 7+ 中 存在 轨道 吸引 子 . 

第 三 章 考虑 了 非 自治 的 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 在 三 维 有 界 区 域 上 解 的 轨道 渐 
近 行为 . 首先 , 我 们 引入 外 力 项 函数 g(x,t) 所 属 的 符号 空间 = Hlg). 然后 , 利用 
x [11] 中 的 经 典 方法 和 结论 证 明了 非 自 治 方程 组 (3-1)-(3-2) 在 空间 .Fe 中 存在 一 
致 轨道 吸引 子 并 且 在 具有 更 高 正则 性 的 空间 Mie* 中 也 存在 一 致 轨道 吸引 子 ( 称 为 
一 致 正则 轨道 吸引 子 ). 最 后 我 们 证 明了 上 述 两 个 一 致 轨道 吸引 子 相 等 , 即 表明 了 
非 自 治 非 牛 顿 流 方程 组 (3-1)-(3-2) 解 的 轨道 渐 近 光滑 效应 : 以 wo € F? IHME HINE 
在 半 群 的 作用 下 , 经 过 充分 长 的 时 间 之 后 进入 AM , 即 解 最 终 比 初 值 更 光滑 . 

事实 上 , 当 Q c R? 是 有 界 光滑 区 域 时 , 用 与 本 章 相 似 的 方法 可 以 研究 自治 不 
可 压 非 牛顿 流 方程 组 (2-15)-(2-16) 及 非 自 治 不 可 压 非 牛顿 流 方程 组 (3-1)-(3-2) 的 轨 
道 渐 近 行 为 , 得 到 与 本 文 类 似 的 结果 , 并 可 由 该 结果 结合 相关 函数 空间 的 坐 入 推出 
x [39] 及 文 [40] 在 较 弱 的 拓扑 下 得 到 的 结果 . 对 于 研究 无 穷 维 动力 系统 中 轨道 吸引 
子 或 一 致 轨道 吸引 子 的 存在 性 , 关键 问题 之 一 是 要 证 明 作用 在 轨道 空间 上 的 平移 
半 群 存在 轨道 吸收 集 ( 非 自 治 情形 下 为 一 致 轨道 吸收 集 ) 及 此 吸收 集 在 相应 拓扑 空 
间 中 的 紧 性 , 这 就 要 求 我 们 对 方程 组 的 解 做 出 正确 的 估计 . 到 目前 为 止 , 已 有 不 少 
的 学 者 对 微分 方程 组 解 的 轨道 渐 近 行为 进行 了 研究 , 并 得 到 很 多 抽象 的 结果 和 具 
体 的 应 用 , 相关 的 文献 和 专著 见 [10, 11, 30, 34, 39]. 
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这 三 年 里 , 还 要 感谢 温州 大 学 数学 与 信息 科学 学 院 为 我 提供 的 良好 的 学 习 环 
境 和 学 术 气 国 . 感谢 王玮 明教 授 , 赵 焕 光 教 授 , 王 幼 斌 教授 等 老师 在 专业 知识 方面 
对 我 的 教导 与 帮助 . 

在 此 还 要 感谢 我 生活 学 习 了 三 年 的 母校 温州 大 学 , 母校 给 了 我 一 个 宽阔 的 学 
习 平 台 , 让 我 不 断 吸取 新 知 , 充实 自己 . 
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三 圭一 四 年 三 月 
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